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Àííîòàöèÿ

Ïóñòü {Zn(s)}s∈N∪{0} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûðîæäàþùèõñÿ öåïåé Ìàð-

êîâà ñ n + 1 ∈ N ñîñòîÿíèåì ïðè �èêñèðîâàííîì n. Âåðîÿòíîñòè ïå-

ðåõîäà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ öèêëîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ äâóõøàãîâûìè ýêñòðåìàëüíûìè ýâîëþöèÿìè ïîïóëÿöèè ÷àñòèö,

êîòîðûì ïðèñâîåíû n�ìåðíûå áèíàðíûå òèïû x ñ íîðìîé Õýììèíãà

|x|. Çíà÷åíèå öåïè Ìàðêîâà Zn(s) = n − |x| çàäàåòñÿ íîðìîé òèïà x

íåêîòîðîé ÷àñòèöû. Ïóñòü íà âõîäå â öèêë èìååòñÿ ÷àñòèöà òèïà x, à

íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòèöà òèïà y. Âåðîÿòíîñòü ïîñëåäíåãî ñîáûòèÿ

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ Zn(s) = n − |x| â ñîñòî-
ÿíèå Zn(s + 1) = n − |y|. Íà îñíîâàíèè ïðåäåëüíûõ òåîðåì îïèñàíû

àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Zn(s) − Zn(s + 1) ≥ 0

ïðè n → ∞ è îöåíåíî ñðåäíåå âðåìÿ âûðîæäåíèÿ öåïè. �åçóëüòàòû

ïðèìåíèìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè.
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Abstra
t

Let {Zn(s)}s∈N∪{0} be a sequen
e of degenerate Markov 
hains with n+1 ∈
N states for a �xed n. The transition probabilities are de�ned using 
y
les

of random pro
esses that are two-step extreme evolutions of a population

of parti
les assigned n�dimensional binary types x with the Hamming norm

|x|. The value of the Markov 
hain Zn(s) = n−|x| is given by the norm of the

type x of a 
ertain parti
le. Let there be a parti
le of type x at the input to

the 
y
le, and at the output a parti
le of type y. The probability of the latter

event is the probability of transition from the state Zn(s) = n − |x| to the
state Zn(s+1) = n−|y|. Based on limit theorems, the asymptoti
 properties
of random variables Zn(s)−Zn(s+1) ≥ 0 are des
ribed as n → ∞ and the

average time of 
hain degeneration is estimated. The results are appli
able

for the study of evolutionary algorithms of optimization.
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� 1. Ââåäåíèå, îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

C 70-ûõ ãîäîâ XX âåêà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îñîáûé èíòåðåñ ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ ê ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì ó êîòîðûõ ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòî-

ÿíèå ñâÿçàí ñ ðàñïðåäåëåíèåì ìàêñèìóìà íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â ÷àñòíîñòè, Ëàìïåðòè [1℄ ïîëîæèë íà÷àëî èññëåäîâàíèþ ìàêñèìàëüíûõ

âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ âñå ÷àñòèöû ïîðîæäàþò ïîòîìñòâî, íî

ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé óðîâåíü îñòàþòñÿ òîëüêî ïîòîìêè ÷àñòèöû

ñ ìàêñèìàëüíûì èõ êîëè÷åñòâîì. Äàëåå ïîÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèé íàáîð

ìîäåëåé (äîáàâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíîñòü, ñëó÷àéíàÿ ñðåäà). Îáùåå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ïî äàííîé òåìàòèêå ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ [2℄ è [3℄. Â èññëåäóåìîé

ìîäåëè èäåîëîãèÿ îòáîðà ýëåìåíòà ñ ìàêñèìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé èñ-

ïîëüçóåòñÿ äâàæäû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ öåïè Ìàðêîâà

íà êàæäîì øàãå.

Ïðèâåäåííàÿ äàëåå ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîòèâèðîâàíà èññëåäîâàíèÿìè

ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè. Â ðàáîòå [4℄ ïîëó÷åíû îöåíêè

äëÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà âçâåøèâàíèé ïðè ïîèñêå èìåþùèõ äðóãîé âåñ

�àëüøèâûõ ìîíåò ñðåäè n äàííûõ. Çàäà÷à ïîäîáíà íàõîæäåíèþ êîìïî-

íåíò �èêñèðîâàííîãî áèíàðíîãî âåêòîðà ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ìèíèìàëü-

íîãî êîëè÷åñòâà K(n) òåñòîâûõ âåêòîðîâ íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ èõ ïî íîðìå
Õýììèíãà. Àâòîðû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå íèæíèå è âåðõíèå àñèìïòîòè÷å-

ñêèå îöåíêè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåäóð

2n(1 + o(1))/ log2 n ≤ K(n) ≤ (1 + δ)n(1 + o(1)) log2 9/ log2 n, (1)

ãäå δ > 0 ïðîèçâîëüíî è n→ ∞. Ýòî äåìîíñòðèðóåò íàëè÷èå àëãîðèòìîâ,

áîëåå áûñòðûõ, ÷åì îòäåëüíîå âçâåøèâàíèå êàæäîé èç ìîíåò èëè ïðîâåð-

êà ñ ïîìîùüþ áèíàðíûõ âåêòîðîâ êàæäîé èç n ïîçèöèé èñêîìîãî âåêòîðà.
Çäåñü è äàëåå çàïèñü òèïà f(x) ≥ g(x)(1+o(1)) ïðè x, ñõîäÿùèìñÿ ê íåêîòî-
ðîìó ïðåäåëó, èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ǫ(x) = o(1)
òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ g(x)(1 + ǫ(x)), íî ÿâíûé âèä ǫ(x) äëÿ íàñ íå àêòóàëåí.

Ìû èññëåäóåì àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó ïîèñêà êîìïîíåíò íåèçâåñòíîãî

�èêñèðîâàííîãî áèíàðíîãî âåêòîðà, íàçûâàåìîãî äàëåå òèïîì ÷àñòèöû, ñ

ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ýòè àëãîðèò-

ìû çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå âûðîæäàþùèõñÿ öåïåé Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N∪{0}
ñî çíà÷åíèÿìè, ðàâíûìè ðàññòîÿíèþ Õýììèíãà ìåæäó âåêòîðîì, îïðåäå-

ëÿþùèì çíà÷åíèå Zn(s), è èñêîìûì âåêòîðîì. Â äàííîé ðàáîòå áèíàð-

íûå âåêòîðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê òèïû ýâîëþöèîíèðóþùåé ñîâîêóï-

íîñòè ÷àñòèö. Êàê ëåãêî èçâëå÷ü èç ïðèâåäåííîãî äàëåå îïèñàíèÿ ìîäå-

ëè, ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ ïðèðàùåíèé Zn(s + 1) − Zn(s) èíâàðèàíòíû îò-

íîñèòåëüíî âûáîðà èñêîìîãî âåêòîðà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
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ñ÷èòàòü èñêîìûé âåêòîð ðàâíûì (1, 1, . . . , 1). Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷àñòèöà

òèïà (1, 1, . . . , 1) îïðåäåëÿåò ðàâíîå 0 ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå öåïè Ìàð-

êîâà. Èññëåäóåìûå õàðàêòåðèñòèêè, êàê è âçàèìîñâÿçè ñ ãåíåòè÷åñêèìè

àëãîðèòìàìè, îïèøåì ïîçæå. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò

ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ê îöåíêàì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ îïðå-

äåëÿåìûõ èìè öåïåé Ìàðêîâà.

Ïóñòü N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, N0 := N ∪ {0} è Nn := {k :
k ∈ N, k ≤ n}, N0,n := {k : k ∈ N0, k ≤ n} ïðè n > 0. �àññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñõåìó ñåðèé) âûðîæäàþùèõñÿ öåïåé Ìàðêîâà

{Zn(s)}s∈N0
= {Zn,µ(n),λ(n)(s)}s∈N0

, Zn(s) ∈ N0,n, ïðè n, µ(n), λ(n) ∈ N è

n, λ = λ(n) → ∞. Ââîäÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ â �îðìóëàõ ïðèìåíÿåì ñèì-

âîë :=, ãäå äâîåòî÷èå ñòîèò ñî ñòîðîíû îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Ñèì-

âîëû i, j, k, l,m, n, λ, µ ñ èíäåêñàìè èëè àðãóìåíòàìè è áåç íèõ, ìàòåìà-

òè÷åñêèìè çíà÷êàìè ïîä èëè íàä íèìè ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

ïîäìíîæåñòâ N0. Êðîìå ýòîãî, ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü �óíêöèÿìè îò n,
íî ýòîò àðãóìåíò ìû áóäåì òðàäèöèîííî îïóñêàòü.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïåé Ìàðêîâà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ äâóõøàãîâûìè ýâîëþöèÿìè ïîïóëÿöèè ÷à-

ñòèö ñ òèïàìè èç Sn := {x = (x1, x2, · · · , xn)} = {0, 1}n íà êîòîðûõ çàäàíà

íîðìà Õýììèíãà |x| := ∑n
i=1 xi. Ïðè íàëè÷èè ó x èíäåêñîâ îíè ïåðåíîñÿòñÿ

íà êîìïîíåíòû.

Çíà÷åíèå öåïè Ìàðêîâà Zn(s) îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé òèïà x ñëó÷àéíî

âûáðàííîé ÷àñòèöû ñîîòíîøåíèåì Zn(s) = n− |x|. Îïèøåì àëãîðèòì âû-

áîðà ýòèõ ÷àñòèö. Â íåì îïðåäåëåíà ñëó÷àéíàÿ ïðîöåäóðà âûáîðà òèïà

íà÷àëüíîé ÷àñòèöû x0, îïðåäåëÿþùåé Zn(0). Äàëåå ïî èíäóêöèè, åñëè èç-

âåñòåí òèï ÷àñòèöû x, îïðåäåëÿþùåé Zn(s), òî ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ñëó-

÷àéíîãî âûáîðà òèïà ÷àñòèöû, îïðåäåëÿþùåé Zn(s + 1). Ôàêòè÷åñêè ìû

çàäàåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà äëÿ {Zn(s)}s∈N0
.

Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö, îïðåäåëÿþùèõ öåïü Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N0
.

• Òèïîì íà÷àëüíîé ÷àñòèöû x(0) ÿâëÿåòñÿ îäèí èç µ = µ(n) ∈ N íåçàâè-

ñèìî è ðàâíîâîçìîæíî âûáðàííûõ òèïîâ èç Sn, îáîçíà÷àåìûõ x
(i)
0 , i ∈ Nµ,

ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé, ò. å.

x(0) :=
{
x
(i0)
0 :

∣∣x(i0)0

∣∣ = max1≤i≤µ(n)

∣∣x(i)0

∣∣}, (2)

ãäå i0 áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíî, åñëè èõ íåñêîëüêî.

⊙ Îáîçíà÷èì ÷åðåç An(k, ℓ, λ), ãäå λ = λ(n), öèêë ïðåâðàùåíèé òèïîâ

÷àñòèö ñ äâóõýòàïíûì âû÷èñëåíèåì ìàêñèìóìà íîðì, íà÷èíàþùèéñÿ ñ

÷àñòèöû òèïà x è çàâåðøàþùèéñÿ ïåðåõîäîì ê ÷àñòèöå òèïà x̃.
Âñå öèêëû ïðåâðàùåíèé íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Åñëè |x| = n, òî

ïåðåõîäû â äðóãèå ñîñòîÿíèÿ ïðè âûïîëíåíèè öèêëà An(k, ℓ, λ) íå âîçìîæ-
íû.
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⊙ Êàæäûé ýâîëþöèîííûé öèêë An(k, ℓ, λ) íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ

öèêëîâ íà÷èíàåòñÿ ñ �èêñàöèè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ℓ∈B(n, λ/n),
êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ äî çàâåðøåíèÿ äàííîãî öèêëà è îáîçíà÷àåòñÿ l. Öèê-
ëû ïðè óñëîâèè ℓ = l îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç An,l(k, ℓ, λ). Ýâîëþöèîííûé öèêë
An,l(k, ℓ, λ) ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Äàëåå âûðàæåíèå �íà öèêëå� îçíà÷àåò
óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïðè âûáðàííîì ñåìåéñòâå ïàðàìåòðîâ.

• Íà ïåðâîì ýòàïå (ýòàï ìóòàöèè) ÷àñòèöà òèïà x ìóòèðóåò â ÷à-

ñòèöû òèïîâ x(i), i ∈ Nλ. Ìóòàöèÿ ñîñòîèò â ðàâíîâîçìîæíîì âûáîðå l
êîìïîíåíò èç òèïà x è çàìåíå êîìïîíåíò “0” íà “1” è íàîáîðîò. Ýòè ïðî-

öåäóðû íåçàâèñèìû ïî i. Çàâåðøàåòñÿ ïåðâûé ýòàï öèêëà âûáîðîì òèïà

x′ ïî �îðìóëå

x′ :=
{
x(i0) : |x(i0)| = max1≤i≤λ |x(i)|

}
,

ãäå i0 áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíî, åñëè èõ íåñêîëüêî.

• Âòîðîé ýòàï (ýòàï ñêðåùèâàíèÿ) íà÷èíàåòñÿ ñ ïàðû ÷àñòèö ñ òèïà-

ìè x è x′, êîòîðûå ñêðåùèâàþòñÿ ñ ïàðàìåòðîì λ è ïîðîæäàþò ÷àñòèöû

òèïîâ y(i), i ∈ Nλ. Ñêðåùèâàíèå ñîñòîèò â íåçàâèñèìîé ñëó÷àéíîé çàìåíå

ñ âåðîÿòíîñòüþ λ−1
êàæäîé èç êîìïîíåíò òèïà x íà ñîîòâåòñòâóþùóþ

êîìïîíåíòó òèïà x′. Ýòè ïðîöåäóðû íåçàâèñèìû ïî i. �åàëüíî ïðîöåäóðà
ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ l ðàçëè÷àþùèõñÿ êîìïîíåíò ýòèõ òèïîâ. Èòîãîì

âòîðîãî ýòàïà öèêëà ÿâëÿåòñÿ âûáîð òèïà y ïî �îðìóëå

y =
{
y(i0) : |y(i0)| = max1≤i≤λ |y(i)|

}
,

ãäå i0 áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíî, åñëè èõ íåñêîëüêî.

• Çàâåðøàåòñÿ öèêë An,l(k, ℓ, λ) âûáîðîì òèïà �èíàëüíîé ÷àñòèöû x̃,
êîòîðûé áóäåò èñõîäíûì òèïîì x, åñëè |x| > |y|, è x̃ = y â ñëó÷àå |x| ≤ |y|.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ öåïè Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N0
.

Åå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Zn(0) := n − |x0|.
Ñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì äëÿ öåïè.

Åñëè çíà÷åíèå Zn(s) = n−|x| îïðåäåëåíî òèïîì ÷àñòèöû x, òî çíà÷åíèå
Zn(s+1) = n−|x̃| îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì �èíàëüíîé ÷àñòèöû x̃, ïîëó÷åííîé â
ðåçóëüòàòå öèêëà An,l(k, ℓ, λ), ïðèìåíåííîãî ê ÷àñòèöå òèïà x. Ïåðåõîäíûå
âåðîÿòíîñòè îò Zn(s) ê Zn(s+ 1) îïðåäåëÿþòñÿ àëãîðèòìîì An(k, ℓ, λ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè öåïè Ìàðêîâà íå çàâèñÿò îò

ÿâíîãî âèäà òèïà x, à çàâèñÿò òîëüêî îò åãî íîðìû. Ïîñëåäîâàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ öåïè íå âîçðàñòàþò.

Äàííîå ñåìåéñòâî öåïåé Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N∪{0} áóäåì íàçûâàòü îïðå-

äåëÿåìûìè äâàæäû ìàêñèìàëüíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè èëè ÄÌÑÏ

öåïÿìè Ìàðêîâà.

Íàøà öåëü � îïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà óáûâàíèÿ çíà÷åíèÿ

öåïè èç ñîñòîÿíèÿ Zn(s) = k çà îäèí øàã è ñðåäíåå âðåìÿ (÷èñëî øàãîâ)
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äî ïîïàäàíèÿ öåïè â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå. Ìû ïðîâåäåì äâóõýòàïíîå

èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ íåçàâèñèìûõ íà êàæäîì ýòàïå

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòî ïîçâîëèò ìèíèìèçèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó λ = λ(n)
àñèìïòîòèêó ñðåäíåãî âðåìåíè äëÿ ìîìåíòà âûðîæäåíèÿ öåïè Ìàðêîâà

èëè íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî âåêòîðà â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íèõ.

Çàïèñü ξ ∈ B(n, p), ãäå n ∈ N è p ∈ (0, 1), îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P(ξ = k) =

(
n

k

)
pkqn−k =: Pp(n; k), k ∈ N0,n,

ãäå q = 1− p. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî E[ξ] = np è Var[ξ] = npq.
Çàïèñü ξ ∈ HG(n, n1, r), ãäå n, r ∈ N, r, n1 ∈ Nn−1, îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P(ξ = r1) =

(
n1

r1

)(
n− n1

r − r1

)/(
n

r

)
=: Pn,n1

(r; r1), r1 ∈ N0,r.

ãäå

(
u
v

)
= 0 ïðè v /∈ N0,u. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè p = n1/n è q = 1 − p

âåðíû ñîîòíîøåíèÿ E[ξ] = rp, Var[ξ] = rpq(n− r)(n− 1)−1
.

Çàïèñü ξ ∈ P(a), ãäå a ∈ R+
, îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò

ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P(ξ = k) = e−aak/k! =: Πa(k), k ∈ N0.

Ïîëîæèì Πa(A) := P(η ∈ A), A ⊆ N0, Πa,s := P(η < s), Πa,s := P(η ≥ s).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî E[ξ] = a, Var[ξ] = a.

Çàïèñü ξ ∈ N (a, σ2), ãäå a = E[ξ] ∈ R (ñðåäíåå) è σ2 = Var[ξ] (äèñ-
ïåðñèÿ), σ ∈ R+

, îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, åñëè ξ ∈ N (0, 1). Äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïëîòíîñòü è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä

ϕ(x) := (2π)−1e−0.5x2

, Φ(x) := P(ξ < x) =

∫ x

−∞

ϕ(t) dt, x ∈ R.

Çàïèñü ξ ∈ GI îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå
�óìáåëÿ (ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1). Åå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä

G(x) := exp{−e−x}, x ∈ R,

à ñðåäíåå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ðàâíû

E[ξ] = γ ≈ 0.5772,
√

Var[ξ] = π/
√
6 ≈ 1.2825,
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ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà � Ìàñêåðîíè.

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë ≈ îçíà÷àåò ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî èëè îêðóã-

ëåíèå. Ýòîò ñèìâîë áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ �óíêöèé ïðè îòáðàñûâàíèè

âûðàæåíèé áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íàèìåíüøåãî ñëàãà-

åìîãî. Óñëîâèå g(x) ∼ f(x), ïðè x ñõîäÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó îçíà-
÷àåò g(x) = f(x)(1 + o(1)). Óñëîâèÿ g(x) = o(f(x)), èëè (÷òî òî æå ñàìîå)

f(x)/g(x) → ∞, ïðè x, ñõîäÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó, èíîãäà áóäåì

çàïèñûâàòü â âèäå g(x) ≪ f(x), èëè f(x) ≫ g(x), ñ òåìè æå óñëîâèÿìè íà

x.
Èññëåäóåìûå öåïè Ìàðêîâà îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ áèíîìèàëüíûõ

âåêòîðîâ è áèíîìèàëüíûõ èëè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñ äâóõ-

ýòàïíûì âû÷èñëåíèåì ìàêñèìóìà íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà êàæ-

äîì øàãå. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñóùåñòâóåò

áîãàòàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Ìû çàéìåìñÿ åå ïðèìåíåíèåì. Çíà÷åíèÿ

ïðîöåññà {Zn(s)}s∈N0
íà êàæäîì øàãå íå âîçðàñòàþò, è âñå ñîñòîÿíèÿ, êðî-

ìå ïîãëîùàþùåãî Zn(s) = 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðó (äàëåå ÷àñòèöå

òèïà) x = (1, 1, . . . , 1), íåñóùåñòâåííûå.
Äàííàÿ ìîäåëü öåïåé Ìàðêîâà ïðèìåíèìà â òåîðèè ýâîëþöèîííûõ àë-

ãîðèòìîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Îíà áëèçêà ê (1+ (λ, λ)) GA ñ onemax

�óíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè, ðàâíîé íîðìå òèïà ÷àñòèöû. Â ãåíåòè÷å-

ñêèõ àëãîðèòìàõ êîíòðîëèðóåòñÿ Tn � êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé �óíêöèè

ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïîïàäàíèÿ öåïè Ìàðêîâà â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå

x = (1, . . . , 1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Â íàøåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè �

ýòî êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ïîïóëÿöèè, âîçíèêàþùèõ â àëãîðèòìå, îïðåäåëÿ-

þùåì ïåðåõîäû â öåïè Ìàðêîâà, èëè êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé èõ íîðìû.

Ïðè îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è î íàõîæäåíèè êîìïîíåíò íåèçâåñòíîãî �èê-

ñèðîâàííîãî áèíàðíîãî âåêòîðà, à íå ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è î ÷èñëå øàãîâ

äî ïîïàäàíèÿ â (1, . . . , 1), �óíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàññòî-

ÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó òèïàìè èñêîìîé è âûáèðàåìûõ â àëãîðèòìå ÷à-

ñòèö. Â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ïðè îáùåì ïîäõîäå �óíêöèÿ ïðèñïî-

ñîáëåííîñòè íå îáÿçàíà áûòü íîðìîé Õýììèíãà, à ìîæåò áûòü ñëîæíîé

âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðîé. Ïîäðîáíåå ïðèìåíåíèå íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ê

(1 + (λ, λ)) GA îïèøåì â ðàçäåëå 3.4.

� 2. Àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ Zn(0)

Ñâîéñòâà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ öåïåé Ìàðêîâà {Zn,µ(n),λ(n)(s)}s∈N0

= {Zn(s)}s∈N0
, n, µ(n), λ(n) ∈ N, îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ òèïîâ ýâîëþ-

öîíèðóþùåé ñèñòåìûû ÷àñòèö. Ôîðìàëüíî çíà÷åíèå Zn(s) îïðåäåëÿåòñÿ
òèïîì ÷àñòèöû x(s) ∈ Sn ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ, êîòîðûå ìû îïóñêàåì.
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Áîëåå òîãî, è àðãóìåíò (s) ïî âîçìîæíîñòè òîæå áóäåì îïóñêàòü. Íà÷-

íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, à çàòåì íà èõ îñíîâå

ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëó÷àéíûé âûáîð òèïà ÷àñòèöû x(0), îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå Zn(0) =
n−|x(0)|, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåçàâèñèìûå ìóòàöèè êàæäîé êîì-
ïîíåíòû òèïà x0:=(0, . . . , 0) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5, ÷òî ïîâòîðÿþòñÿ íåçàâèñè-

ìî äðóã îò äðóãà µ = µ(n) ðàç. Â ðåçóëüòàòå ïîðîæäàþòñÿ ÷àñòèöû òèïîâ

x
(i)
0 , i ∈ Nµ, à òèï x(0) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

am :=
√
2 lnm, bm :=

√
2 lnm− ln

√
4π lnm/

√
2 lnm. (3)

Òåîðåìà 1. Åñëè µ = µ(n) → ∞ è µ = O(n ln2 n), òî äëÿ âñåõ �èêñè-
ðîâàííûõ x ∈ R ïðè n→ ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P
(
|x(0)| ≤ 0.5n+ 0.5

√
n
(
bµ + a−1

µ x
))

→ exp{−e−x}, (4)

èëè

P
(
Zn(0) < 0.5n− 0.5

√
n
(
bµ + a−1

µ x
))

→ 1− exp{−e−x}. (5)

Â ñëó÷àå µ = o(
√
n) óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî â ñèëó öåíòðàëü-

íîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèé èç ñëåäóþùåãî ïîäðàçäåëà (ñì.

êîììåíòàðèé ïîñëå çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3).

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïî îïðåäåëåíèþ |x(i)0 | ∈ B(n, 0.5). Ìû ðàññìîòðèì

áîëåå îáùóþ ìîäåëü ïðîöåññîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

öåïè Ìàðêîâà. Ïåðâûé ýòàï öèêëà, íà÷èíàåòñÿ ñ ÷àñòèöû òèïà x, èìåþ-
ùåé íîðìó k, ñ �èêñèðîâàííûì ℓ = l � ÷èñëîì ìóòèðóþùèõ â òèïå êîìïî-

íåíò. Êîëè÷åñòâî ìóòèðóþùèõ â x(i) ïîçèöèé ñ çàìåíîé “0” íà “1” èìååò
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå HG(n, k, l), êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåò-
ñÿ áèíîìèàëüíûì B(l, k/n). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû

èçó÷èì ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áè-

íîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì B(ň, p). Çàòåì â ïðèëîæåíèÿõ äëÿ íà÷àëüíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ Zn(0) ïîëîæèì ň = n è p = 0.5, à äëÿ ïðèðàùåíèé öåïè

Ìàðêîâà áóäåò âûáðàòüñÿ íóæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé çíà÷åíèé ň è p.

2.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ìåòîäû îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ìàêñèìóìà ñóìì íåçà-

âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ðàçðàáîòàíû â òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé äîâîëüíî ïîäðîáíî (ñì. ãë. 1 èç [5℄).

Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå êàíîíè÷åñêîé òåîðåìû1.5.3 èç [5℄ äëÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ìàêñèìóìà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ξi ∈ N (0.1), i ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, m ∈ N, Mm = max
1≤i≤m

ξi, um(x) := bm + xa−1
m , ãäå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè am è bm îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (3), Òîãäà ïðè

âñåõ x ∈ R è m→ ∞ âåðíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

P(Mm ≤ um(x))=P(am(Mm − bm) ≤ x)=Φm(um(x)) → exp{−e−x}. (6)

Ïðèâåäåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé, åñëè ïîñëå íîðìèðîâêè

åå ñðåäíèì (âû÷èòàåòñÿ) è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì (ðàçíîñòü

äåëèòñÿ íà íåãî) îíà ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê íîðìàëüíî ðàñïðåäå-

ëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå.

Ëåììà 1. Ïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ωn,

n ∈ N, àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà è Wn(z) = P(ωn < z) � èõ �óíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ, E[ωn] = 0, Var[ωn] = 1 è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
�óíêöèé φ(n, z), z ∈ R, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Wn(z)− Φ(z)| < φ(n, z), z ∈ R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω
(i)
n , i ∈ N, íåçàâèñèìûå ñòîõàñòè÷åñêèå êîïèè ωn è

Ωn,m := max1≤i≤m ω
(i)
n , m = m(n) ∈ N.

Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè um(x), îïðåäåëåííîé â òåîðåìå 2, âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ

mφ(n, um(x)) = m(n)φ(n, um(n)(x)) → 0, ïðè n→ ∞, (7)

òî ïðè n→ ∞ âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

P(Ωm,n ≤ um(x)) = P(am(Ωm,n − bm) ≤ x) → exp{−e−x}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðåäñòàâëåíèå (6), çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ

P(Mm ≤ um(x)) = Φm(um(x)) → exp{−e−x}, um(x) = bm + xa−1
m ,

P(am(Ωm,n − bm) ≤ x) = Wm
n (um(x)).

Óòâåðæäåíèå ëåììû 1 ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ðàçíîñòè

ñòåïåíåé äâóõ �óíêöèé ñ íîðìàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè 1,

∣∣Wm
n (um(x))− Φm(um(x))

∣∣ ≤ m|Wn(um(x))− Φ(um(x))|

è îöåíêè (7).
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Äàëåå òåîðåìà 2 è ëåììà 1 ïðèìåíÿþòñÿ â ñõåìå ñåðèé (ñì. ðàçä. 5.4.2

â [6℄ èëè ãë. 4, � 1 â [7℄). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ξj,n, j, n ∈ N, j ≤ n, êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû ïî j ïðè ëþáîì �èê-

ñèðîâàííîì n, è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ðàçëè÷íî ðàñïðåäåëåííûìè.
Íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè ðàçëè÷íûõ

n íåò. Â íàøåì ñëó÷àå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäóò àíàëèçèðî-

âàòüñÿ íåçàâèñèìî ïðè ðàçëè÷íûõ n è, áîëåå òîãî, ìû áóäåì îïèñûâàòü

çàâèñÿùóþ îò n îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ îöåíêè ñî-

äåðæàòåëüíû.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Sn :=
∑n

j=1 ξj,n, Aj,n := E[ξj,n], B
2
j,n := Var[ξj,n],

Mj,n := E
[
(ξj,n − Aj,n)

3
]
, M

+
j,n := E

[
|ξj,n − Aj,n|3

]
è An :=

∑n
j=1Aj,n, B

2
n :=∑n

j=1B
2
j,n, Mn :=

∑n
j=1Mj,n, M

+
n :=

∑n
j=1M

+
j,n.

Îáùóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó î òî÷íîñòè ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè

(Sn − An)/Bn ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæíî íàéòè â

òåîðåìå 8.5.2 èç [6℄. Äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ξj,n åå ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 3. Òåîðåìà 8.5.3 èç [6℄ Ïóñòü Sn :=
∑n

j=1 ξj,n, n ∈ N, ãäå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξj,n, j ∈ Nn, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,

an := E[ξj,n], σ
2
n := Var[ξj,n], M

+
1,n <∞ è ωn = (Sn − nan)(σn

√
n)−1

, òîãäà

supx∈R |P(ωn < z)− Φ(z)| ≤ cM+
1,nσ

−3
n n−1/2, (8)

ãäå (2π)−1/2 < c < 0.4774 àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåëè ìîäè�èöèðîâàííóþ �îðìóëèðîâêó òåî-

ðåìû 8.5.3 â áîëåå ïðîñòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñ âêëþ÷åíèåì ñëåäóþùåãî çà

íåé çàìå÷àíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî �èãóðèðóþùåå â ïåðâîèñòî÷íèêå óñëîâèå

î íåçàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ξj,n îò n �èêòèâíî, òàê êàê íåðàâåíñòâî

äîêàçûâàåòñÿ ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì n è ëþáîì �èêñèðîâàííîì äëÿ

äàííîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ. Îöåíêà c < 0.4774 ïîëó÷åíà â ðàáîòå

[8℄.

Íåðàâåíñòâî (7) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äîïóñòèìóþ îáëàñòü èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðà m. Â ïîñëåäíèõ îáîçíà÷åíèÿõ â òåîðåìå 1 èññëåäóþòñÿ ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû Sn ∈ B(n, 0, 5) ñ σn = 1/2 è M
+
1,n = 1/8. Ñîãëàñíî ëåììå 1 è

òåîðåìå 3 àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (4) âåðíî â ñëó÷àå m = o
(√

n
)
.

Ýòîò ðåçóëüòàò íåëüçÿ ñóùåñòâåííî óñèëèòü, îñíîâûâàÿñü íà ðàâíî-

ìåðíûõ ïî âñåé ïðÿìîé îöåíêàõ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íîðìèðîâàííîãî

áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ B(n, 0, 5) íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ íåðàâíîìåðíûõ îöåíîê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè

áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íîðìàëüíûì. Ñ ó÷åòîì ïîòðåáíîñòåé èññëå-

äîâàíèé ñâîéñòâ öèêëîâ ìû îïèøåì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íå òîëüêî
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äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ B(n, 0, 5), íî è äëÿ Sň ∈ B(ň, p) ñ ň = ň(n), p = p(n) ∈
(0, p), ãäå 0 < p < 1, q = q(n) = 1 − p. Ìû ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü ň = n,
à â ïðèëîæåíèÿõ âíåñåì íóæíûå êîððåêòèâû. Â ýòîì ñëó÷àå σ2 = σ2

n = pq
è M

+
1,n = pq(1 − 2pq), óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè (8) âåðíî,

åñëè M
+
1,nσ

−3
n n−1/2 → 0 ïðè n → ∞, à äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû 1 íóæíî

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

(1− 2pq)/
√
ňpq = O(1)/

√
ňp→ 0, ïðè p→ 0,

÷òî âñåãäà âåðíî äëÿ �èêñèðîâàííîãî p, íî â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñõîäèìîñòü

âåðíà òîëüêî ïðè ň−1 = o(p).

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàì íå íóæíà îöåíêà òî÷-

íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 è ëåììå 1, ýòî ïðèáëèæåíèå íóæíî îöåíèòü

â òî÷êàõ um(x) = bm + xa−1
m → ∞.

Îïèøåì ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáî-

ðó íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ è �àçû ìóòàöèè (ïðè ň = n, à ïîçæå ïåðåéäåì

ê íóæíûì ň = ň(n)) ñ ïîìîùüþ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû 6 èç ãë.VI, � 3

â [7℄ äëÿ B(n, p(n)) (äèñêðåòíûõ) ðàñïðåäåëåíèé ïðè êîíå÷íûõ ÷åòâåðòûõ

ìîìåíòàõ. Â áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âñå ñëàãàåìûå ðàâíû 0 èëè 1

è âñå èõ ìîìåíòû îãðàíè÷åíû 1. Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò îöåíèòü òî÷íîñòü

ïðèáëèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò àðãóìåíòà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ Sn =
∑n

j=1 ξj,n ∈ B(n, p), p = p(n), ñ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξj,n, j ∈ Nn, îáîçíà÷èì íîðìàëèçî-

âàííûå ñðåäíèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÷åðåç Xj,n(p) òàêèå, ÷òî P(Xj,n(p) =
−p) = q, P(Xj,n(p) = 1− p) = p è

Fn(p; z) := P

(
(pqn)−1/2

∑n

j=1
Xj,n(p) < z

)
= P((Sn − np)/

√
npq < z). (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî σ2 = E[X2
j,n(p)] = pq, E[Xk

j,n(p)] = M
(k)
j,n = M

(k)
1,n =

pq(qk−1 + (−1)kpk−1).

Òåîðåìà 6 èç ãë.VI, � 3 â [7℄ â ñëó÷àå E|Xj|r < ∞ äàåò òî÷íîñòü àï-

ïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé íîðìèðîâàííûõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi

ïðè èõ ëþáîì �èêñèðîâàííîì ðàñïðåäåëåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè

Ur(z) = Φ(z) +
∑r−2

ν=1Qν(z)n
−ν/2

, ãäå �óíêöèè Qν(z) îïðåäåëÿþòñÿ ãðî-

ìîçäêèìè âûðàæåíèÿìè (1.13) èç ãë.VI, � 1 â [7℄. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå (4.10) èç òåîðåìû 3 èç ãë.XVI, � 4 â [9℄

Ur(z) = Φ(z) +
∑r−2

ν=1
Qν(z)n

−ν/2 = Φ(z) + ϕ(z)
∑r−2

ν=1
Rν+2(z)n

−ν/2, (10)
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ãäå (ñì. (4.11) èç ãë.XVI, � 4 â [9℄)

ϕ(z)Pν(z) =
d

dz
ϕ(z)Rν(z), (11)

à â ñëó÷àå ν = 3, 4 ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ (2.13) èç ãë.XVI, � 2 â [9℄

P3(z) :=
M1,n

6σ3
H3(z), P4(z) :=

M
2
1,n

72σ6
H3(z) +

M
(4)
1,n − 3σ4

24σ4
H4(z),

ãäå H3(z) = z3−3z èH4(z) = z4−6z2+3 � ïîëèíîìû Ýðìèòà, îïðåäåëåííûå

â ñîîòíîøåíèÿõ (1.7) èç ãë.XVI, � 1 â [9℄.

�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ S(z) = [z] − z + 0, 5 ñ ïåðèîäîì

1. Îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà Ôóðüå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 1 èç ãë. 8, � 43 â [10℄)

S(z) =
∑∞

l=1

sin(2πlz)

πl
= S1(z)

Îïðåäåëèì äâà ñåìåéñòâà àíàëîãè÷íûõ �óíêöèé

S2k(z) := 2
∑∞

l=1

cos(2πlz)

(2πl)2k
, S2k+1(z) := 2

∑∞

l=1

sin(2πlz)

(2πl)2k+1
, k ∈ N.

Òåîðåìà 6 èç ãë.VI, � 3 â [7℄ âåðíà äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè íå ìåíåå 3-ãî ïîðÿäêà, Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åå

â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè ÷åòâåðòûõ ìîìåíòîâ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû Xj ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàþò òîëüêî çíà-

÷åíèÿ âèäà a + mh, m ∈ Z, ãäå h � øàã ðåøåòêè ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè

E[Xj] = 0, σ2 = E[X2
j ] è E|Xj|r < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî r ≥ 3, Fn(z) =

P
(
(nσ)−0.5

∑n
j=1Xj < z

)
, òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ε(z) > 0,

òàêàÿ ÷òî lim
z→+∞

ε(z) = 0 è

∣∣∣∣Fn(z)∓ Φ(z)− Ur(z)−
∑r−2

ν=1
δν
hvSν(zσ

√
n/h− an/h)

(σ
√
n/h)v

dν

dzν
Ur(z)

∣∣∣∣

=:
∣∣∣Fn(z)− Φ(z)− I0(z)−

∑r−2

ν=1
Iν(z)

∣∣∣ ≤ ε(
√
n(1 + |z|))√

nr−2(1 + |z|)r
, (12)

ãäå δν = 1 ïðè ν = 4m+ 1, 4m+ 2 è δν = −1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó 4 äëÿ Sn ∈ B(n, p) ïðè r = 4. Ïîýòîìó ìû

ïðèâåëè ÿâíîå îïðåäåëåíèå òîëüêî äëÿ U4(z), à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ãðîìîçäêèìè ñîîòíîøåíèÿìè èç [7℄.
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Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå â êîììåíòàðèÿõ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3,

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îöåíêè â òåîðåìå 4 äåëàþòñÿ ïðè âûáðàííîì n ñ

ïðîèçâîëüíûìè E
[∣∣Xk

1

∣∣] < ∞, k ≤ r, â âûðàæåíèÿõ, êîòîðûå ìîãóò çà-

âèñåòü îò n, íî íå çàâèñÿò îò îöåíîê ïðè äðóãèõ n. Äîâîëüíî ïðîñòîé

àíàëèç èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ãë.VI, � 3 èç [7℄, ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ

ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé X1, ïðèíèìàþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííûõ çíà÷åíèé, âñå îöåíêè ïðè ðàçëè÷íûõ n íåçàâèñèìû. Òî÷íåå, â

òåîðåìå 1 èç ãë.VI, � 3 â [7℄

∫
R
|z|k dV (z) =

∫
[−1,1]

|z|k dV (z) è ñðåçêà íà

âûñîêîì óðîâíå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì èíòåãðàëîì, à ïîãðåøíîñòü îòñóò-

ñòâóåò, ò.å. â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (3.1) ïåðâûé èíòåãðàë èñ÷åçàåò, à âòîðîé

íå çàâèñèò îò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Íàëè÷èå çàâèñÿùèõ îò n ñðåçîê

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà âûñîêîì óðîâíå îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü âçàèìîñâÿ-

çè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äëÿ ðàçíûõ n è ìîæåò ïðåïÿòñòâîâàòü âëîæåíèþ

ìîäåëè â ñõåìó ñåðèé. Ó íàñ ýòîé âçàèìîñâÿçè íåò, è îöåíêè (12) äëÿ áèíî-

ìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â òåîðåìå 4 ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñõåìå ñåðèé.

Ïðèâåäåì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 4 äëÿ íàøåé ìîäåëè â òåðìèíàõ ñõåìû

ñåðèé.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Fn(p; z) îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì (9), ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíà Sn ∈ B(n, p), p = p(n), z = z(n) → ∞ è qpn → ∞ ïðè n → ∞,

òîãäà èç îöåíêè (12) ïðè h = 1 è r = 4 ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

|Fn(p; z)− Φ(z)| = ϕ(z)

( |q − p|O(z2) +O(1)√
npq

+
O(z3)

npq

)
+
o(1)

nz4
. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñîîòíîøåíèè

(12) h = 1, à ÷ëåíû Qν(z) èç Ur(z) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè ν + 2,
óìíîæåííûìè íà ϕ(z). Ïðîèçâîäíîé îò Φ(z) ÿâëÿåòñÿ ϕ(z), à ϕ′(z) =
−zϕ(z). Ìîäóëè ñåìåéñòâ Sν(z) îãðàíè÷åíû àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé, íå

çàâèñÿùåé îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ.

Ñîîòíîøåíèÿ (10) è (11) ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà ìîìåíòîâ ïðèâîäÿò ê

ïðåäñòàâëåíèþ

d

dz
U4(z) = ϕ(z)

(
1 +

q − p

6
√
npq

(z3 − 3z) (14)

+ n−1

(
(q − p)2

72pq
(z3 − 3z) +

q3 + p3 − 3pq

24pq
(z4 − 6z2 + 3)

))
.

Îïðåäåëåíèå I1(z), ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà åãî êîìïîíåíò è ïðåä-

ñòàâëåíèå (14) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îöåíêó

I1(z) = O(1)
ϕ(z)√
npq

(
1 +

q − p√
npq

z3 +
z4

npq

)
. (15)
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Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (14) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

d2

dz2
U4(z) = −ϕ(z)z

(
1 +

q − p

6
√
npq

(z3 +O(z2)) +
q3 + p3 − 3pq

24npq
(z4 +O(z3))

)

è àíàëîã îöåíêè (15)

I2(z) = O(1)
ϕ(z)z

npq

(
1 +

q − p√
npq

z3 +
z4

npq

)
. (16)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (11), ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

I0(z) = ϕ(z)

(
q − p

6
√
npq

(z2 +O(z)) +
q3 + p3 − 3pq

24npq
(z3 +O(z2))

)
,

÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I0(z) =
ϕ(z)

6
√
npq

(
(q − p)z2 +O(1)

z3√
npq

)
. (17)

Ïðåäñòàâëåíèå (12) è îöåíêè (17), (15) è (16) âëåêóò àñèìïòîòè÷åñêîå

ñîîòíîøåíèå

|Fn(p; z)− Φ(z)| = ϕ(z)

( |q − p|O(z2) +O(1)

6
√
npq

+
O(z3)

npq
+

O(z4)

(npq)3/2
+
O(z5)

(npq)2

)
+
o(1)

nz4
. (18)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (18) ñëåäóåò îöåíêà (13) èç óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ

1.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû1. Äëÿ âûâîäà óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7) èç ëåììû1, ÷òî ïðè

çàìåíå m íà µ è wn = 2(Sn − 0.5n)/
√
n, ãäå Sn ∈ B(n, 0.5) ïðèâåäåò ê

ñîîòíîøåíèþ (4).

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå um(x), âû÷èñëèì u2m(x)

u2m(x) = b2m + 2bmxa
−1
m + x2a−2

m = 2 lnm− 2 ln
√
4π lnm

+
ln2

√
4π lnm

2 lnm
+ 2x− x

ln
√
4π lnm

2 lnm
+

x2

2 lnm
.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó

ϕ(um(x)) =
e−u2(x)/2

√
2π

=
exp{− lnm+ ln

√
4π lnm− x}(1 + o(1))√
2π

=

√
4π lnm

m
√
2π

e−x(1 + o(1)) =

√
2 lnm(1 + o(1))

m
e−x. (19)

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 113-151

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 113-151



Òîï÷èé Â.À. 127

Ïîëàãàÿ â ñëåäñòâèè 1 p = q = 1/2 è çàìåíÿÿ â (13) ïåðåìåííóþ z íà
um(x), à òàêæå ó÷èòûâàÿ îöåíêó (19) è òî, ÷òî um(x) =

√
2 lnm(1 + o(1)),

ïðè m = m(n) = O(n ln2m) è n→ ∞, ïîëó÷àåì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

mφ(n, um(x)) = O(1)mϕ(um(x))(n
−0.5 + u3(x)n−1) + o(1)mn−1u−4

m (x)

= O(1)(n−1 ln2m+ n−0.5 ln0.5m)e−x + o(1)mn−1 ln−2m = o(1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè m = m(n) = O(n ln2 n) óñëîâèå m = O(n ln2m)
âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ïî ëåììå 1 èç ïîñëåäíèõ îöåíîê ïðè çàìåíå m íà

µ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.

Ïî àíàëîãèè ñ òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûì çàâåðøåíèåì äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 1 ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå äàëåå óòâåðæäåíèå. Ìû çàìåíèì n íà

ň(n), òî÷íåå íà l � çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ℓ ∈ B(n, λ/n), ãäå λ =
λ(n) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ íàøåé öåïè Ìàðêîâà. Â äàëü-

íåéøåì äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ïðèíöèïèàëüíûìè áóäóò çíà÷åíèÿ l ∈
[λ− C

√
λ, λ+ C

√
λ], ãäå C äîñòàòî÷íî áîëüøîå, íî â äîêàçàòåëüñòâàõ ìû

íå èñïîëüçóåì ÿâíûé âèä ýòèõ âåðîÿòíîñòåé, óêàçûâàåì ñóùåñòâåííî çà-

âûøåííûå ãðàíèöû äëÿ l â çàâèñèìîñòè îò n è λ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: S∗

ℓ = S∗
ℓ (n, λ) ∈ B(ℓ, p), Sl = S∗

ℓ

∣∣
ℓ=l

∈ B(l, p), S(i)
l ,

i ∈ N, � íåçàâèñèìûå ñòîõàñòè÷åñêèå êîïèè Sl, Sl,λ := max1≤i≤λ S
(i)
l .

Íàïîìíèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3) ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

uλ(x) =
√
2 lnλ− ln

√
4π lnλ/

√
2 lnλ+ x/

√
2 lnλ =

√
2 lnλ(1 + o(1)). (20)

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå (9) â òåðìèíàõ èññëåäóåìûõ áèíîìèàëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé

Fl(p; z) := P
(
(pql)−1/2(Sl − lp) < z

)
.

Ëåììà 2. Ïóñòü Sl ∈ B(l, p), λ = λ(n), p = p(n) ∈ (0, p], ãäå 0 < p < 1,
lp, λp→ ∞ ïðè n→ ∞ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

l > cλ ln−2 λ, ln3 λ = o(lp), (21)

ãäå c > 0 ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå, òîãäà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî
x ∈ R è n→ ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P
(
(pql)−1/2(Sl,λ − lp) < uλ(x)

)
= F λ

l (p; uλ(x)) = exp{−e−x}+ o(1). (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ äàííîé ëåììû óòâåðæäåíèå (13) ñëåä-

ñòâèÿ 1 ïðè lpq → ∞ ïðèíèìàåò âèä

|Fl(p; z)− Φ(z)| = ϕ(z)

( |q − p|O(z2) +O(1)√
lpq

+
O(z3)

lpq

)
+
o(1)

lz4
, (23)
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à ñîîòíîøåíèå (19) ïðåâðàùàåòñÿ â

ϕ(uλ(x)) =
√
2 lnλλ−1e−x(1 + o(1)).

Ïî àíàëîãèè ñ çàâåðøàþùèì ýòàïîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 â ñîîò-

íîøåíèè (23) ïåðåìåííóþ x ñëåäóåò çàìåíèòü íà uλ(x) è ïðèìåíèòü ëåììó
1, ò.å. ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7), ïðèíèìàþùåãî âèä

λϕ(uλ(x))
O(u2λ(x))√

lpq
+
o(1)λ

lu4λ(x)
=

√
2 ln3 λ(1 + o(1))√

lpq
e−x +

o(1)λ

l ln2 λ
→ 0, (24)

ïðè n→ ∞, ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ãðóáîé îöåíêîé (20).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç óñëîâèé (23) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê íóëþ â

îöåíêå (24), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (22).

� 3. Àíàëèç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà öåïè Ìàðêîâà íà

îòäåëüíîì öèêëå

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé âå-

ðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà â öåïè Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N0
íà öèêëàõ An(k, ℓ, λ) è

An,l(k, ℓ, λ).
Íà ýòàïå ìóòàöèè â öèêëå An,l(k, ℓ, λ) ÷àñòèöà òèïà x ïðåâðàùàåòñÿ â

÷àñòèöó òèïà x′, êîòîðàÿ èìååò ìàêñèìàëüíóþ íîðìó ñðåäè λ ïîëó÷åííûõ
ìóòàíòîâ. Îáîçíà÷èì ∆′

k,l = ∆′(n, k, l) := |x′| − k � ïðèðàùåíèå íîðìû

Õýììèíãà íà öèêëå An,l(k, ℓ, λ) ïîñëå çàâåðøåíèÿ �àçû ìóòàöèè è ∆∗
k,l =

∆∗(n, k, l) := |y| − k � ïðèðàùåíèå íîðìû Õýììèíãà íà ýòîì öèêëå ïîñëå

çàâåðøåíèÿ �àç ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ.

Â öèêëå An(k, ℓ, λ) áåç �èêñàöèè çíà÷åíèÿ ℓ ïðèðàùåíèå íîðìû Õýì-

ìèíãà ïîñëå çàâåðøåíèÿ �àç ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ îáîçíà÷èì ∆∗
k =

∆∗(n, k, ℓ) := |y| − k. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ∆∗
k ïðåäñòàâèì â âèäå

∆∗
k =

∑
l
∆∗

k,lI{ℓ=l},

ãäå I{A} � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A, ò.å. ðàâåí 1 ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ A,
à èíà÷å � 0.

Åñëè ÷àñòèöà òèïà x îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå öåïè Ìàðêîâà Zn(s) = k, òî
äëÿ íà÷èíàþùåãîñÿ ñ íåå öèêëà An,l(k, ℓ, λ) îáîçíà÷èì pn,l(k) := pn,l(λ, k) =
P(∆∗

k,l > 0) = Pl

(
Zn(s) − Zn(s + 1) > 0

∣∣Zn(s) = k
)
� âåðîÿòíîñòü â êîíöå

äàííîãî öèêëà ïîëó÷èòü ÷àñòèöó òèïà y òàêóþ, ÷òî |y| > k. Ïðè ïåðåõî-

äå ê öèêëó An(k, ℓ, λ) áåç �èêñàöèè çíà÷åíèÿ ℓ àíàëîãè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü
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pn(k) := pn(λ, k) = P(∆∗
k > 0) = P

(
Zn(s) − Zn(s + 1) > 0

∣∣Zn(s) = k
)
ïî

�îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååò âèä

pn(k) =
∑

l
pn,l(k)P(ℓ = l).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τn(k) ÷èñëî øàãîâ öåïè Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N0
äî áëè-

æàéøåãî ïåðåõîäà ê ìåíüøåìó çíà÷åíèþ ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ℓ, a ÷åðåç
τn ÷èñëî øàãîâ ýòîé öåïè Ìàðêîâà äî ïîïàäàíèÿ â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿ-

íèå Zn(τn) = 0, ò.å. ìîìåíòà τn êîãäà âïåðâûå öåïü ïîïàäàåò â ñîñòîÿíèå 0.
Ïðè pn(k) := P

(
τn(k) = 1

)
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τn(k) èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì pn(k). Ïîýòîìó

E[τn(k)] = p−1
n (k), (25)

Åñëè ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà öèêëà An,l(k, ℓ, λ) äëÿ ∆′(n, k, l) ïðè âûïîë-

íåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî íà

âòîðîì ýòàïå âîçíèêàåò ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðîì, áëèçêèì ê 1. Íî ïðåäåëüíûìè ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè äëÿ íîðìèðîâàííîãî ìàêñèìóìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåíèé

Ïóàññîíà ìîãóò áûòü òîëüêî âûðîæäåííûå, ðàâíûå 0 èëè 1 íà ïîëîæè-

òåëüíîé ïîëóîñè (ñì. ïðèìåð 1.7.14 èç [5℄). Ïîýòîìó ïî èòîãàì âòîðîé �à-

çû öèêëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî îöåíêè äëÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëå-

íèé ìàêñèìóìà. Ìû îïèøåì ñâîéñòâà õâîñòîâ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

Tn,l(k) := max
{
0,∆∗

k,l

}
= Zn(s) − Zn(s + 1) íà öèêëå An,l(k, ℓ, λ). Àíàëî-

ãè÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó íà öèêëå An(k, ℓ, λ) áåç �èêñàöèè çíà÷åíèÿ ℓ îáî-
çíà÷èì Tn(k) := max

{
0,∆∗

k

}
= Zn(s) − Zn(s + 1). Îòìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ

Tn(k) > 0, ∆∗
k > 0 è τn(k) = 1 ñîâïàäàþò.

Êàê è ðàíåå, ïðè ïåðåõîäå ê ñëó÷àéíîìó ℓ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Tn(k) =
∑

l
Tn,l(k)I{ℓ=l}. (26)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(ℓ; k) ÷èñëî áèòîâûõ ïîçèöèé íà ℓ ìóòèðîâàâøèõ
ó ÷àñòèöû òèïà x ñ ñîñòîÿíèÿìè “0” ïðè ïåðåõîäå â x′, à ÷åðåç Ll(ℓ; k)
çíà÷åíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè óñëîâèè ℓ = l. Î÷åâèäíî, ÷òî

Ll(ℓ; k) = 0.5(l +∆′(n, k, l)).

Êàê è ðàíåå, âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

L(ℓ; k) =
∑

l

Ll(ℓ; k)I{ℓ=l} = 0.5λ+ 0.5
∑

l

∆′(n, k, l)I{ℓ=l}.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 113-151

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 113-151



130 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðîæäàþùèõñÿ öåïåé Ìàðêîâà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â öèêëàõ An,l(k, ℓ, λ), l, n, k, λ ∈ N, p = p(n) =
k/n ∈ (0, p], ãäå 0 < p < 1, λ = λ(n) → ∞ è p ≫ λ−1 ln3 λ ïðè n → ∞,

l = l(n) ∈ D(λ) :=
[
λ−λγ , λ+λγ

]
, ãäå 0.5 < γ < 1 � ëþáîå �èêñèðîâàííîå,

Dp(λ) :=
[
λp(1−

√
p−1λ−1 ln2 λ), λp(1 +

√
p−1λ−1 ln2 λ)

)
, λ = o(n1/3), òîãäà

ïðè n→ ∞ ñî ñõîäÿùåéñÿ ê 1 âåðîÿòíîñòüþ âåðíî ñîîòíîøåíèå

Ll(ℓ; k) ∈ Dp(λ). (27)

Íà âòîðîì ýòàïå öèêëà An,l(k, ℓ, λ) (ñêðåùèâàíèè) âåëè÷èíà ∆′
k,l çà-

âèñèò òîëüêî îò l ïîçèöèé, íà êîòîðûõ êîìïîíåíòû ó òèïîâ ÷àñòèö x è

x′ ðàçëè÷àþòñÿ. Ïðè ñêðåùèâàíèè ó òèïà x êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà çàìåíÿåòñÿ íà äðóãóþ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/λ. Êàê
îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðè ñêðåùèâàíèè ó ÷àñòèöû òèïà x èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî

êîìïîíåíò, ïðèáëèæàþùååñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñî ñðåäíèì ïîðÿä-

êà 1, à ïðåäåëüíûìè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà Ïóàññîíàîâûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ìîãóò áûòü òîëüêî âûðîæäåííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì

îöåíèâàòü òîëüêî ñõîäÿùèåñÿ ê 0 èëè 1 âåðîÿòíîñòè äëÿ õâîñòîâ ðàñïðå-

äåëåíèé ∆∗
k,l = |y| − k. Ýòî ïðèâåäåò ê îöåíêàì äëÿ óñëîâíîé âåëè÷èíû

ïðèðàùåíèÿ Tn,l(k) è áåçóñëîâíîãî ïðèðàùåíèÿ Tn(k).
Îáîçíà÷èì

ψn = ψn(p, λ, δ) := (δ ln ln lnλ− c)/ ln lnλ > −1,
∆n = ∆n(p, λ, δ) := (ln lnλ+ δ ln ln lnλ− c)/ ln lnλ > 0,

(28)

ãäå p ∈ (0, 1), c := − ln p è δ ∈ [1, 1 + C), à C ∈ R+ ïðîèçâîëüíîå �èêñèðî-

âàííîå. Îòìåòèì, ÷òî ∆n = 1 + ψn.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü â öèêëå An(k, ℓ, λ), n → ∞, λ = λ(n) → ∞, p =
p(n) = k/n ∈ (0, p], ãäå 0 < p < 1, λ = o(n1/3), ∆n(p, λ, δ) lnλ ln

−2 lnλ →
∞ è âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî δ = 1, ëèáî äëÿ íåêîòîðûõ

δ ∈ (1, 1 + C) è δ2 ∈ (δ − 1, C] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ln2 p ≥ (δ2 + δ −
1) ln lnλ ln ln lnλ.

Òîãäà âåðíî ñîîòíîøåíèå

E[Tn(k)] ≥ lnλ∆p,λ ln
−2 lnλ(1 + o(1)). (29)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ β ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

E[Tn(k)]≥






lnλ ln−1 lnλ(1+o(1)), ïðè p−1=o(lnλ),

(1−β) lnλ ln−1 lnλ(1+o(1)), ïðè p−1∼ lnβ λ,

(1−β) ln ln lnλ ln−2 lnλ(1+o(1)), ïðè lnλ/p∼ lnβ lnλ.

(30)

Â òåîðåìå 6 â öèêëàõ An(k, ℓ, λ) îöåíåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

ïðèðàùåíèé Zn(s)−Zn(s+1) â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà n. Äëÿ ïðèëî-
æåíèé àêòóàëüíî îïèñàòü ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé íàëè÷èÿ ïîëîæèòåëüíîãî

ïðèðàùåíèÿ Zn(s)− Zn(s+ 1) > 0 íà öèêëàõ An(k, ℓ, λ).
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Òåîðåìà 7. Â ñåðèè öèêëîâ An(k, ℓ, λ) ñ ïàðàìåòðàìè n ∈ N, µ =
µ(n) = O(n ln2 n), λ = λ(n) → ∞, λ = o

(
n1/3

)
, p = p(n) = k/n → 0, ïðè

n→ ∞, âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

P(τn(k) = 1) ≥
(
1− e−kλ2(1+o(1))/n(1 + o(1))

)
(1− e−e−1

)(1 + o(1)), (31)

E[τn(k)] ≤
(
1− e−kλ2(1+o(1))/n(1 + o(1))

)−1
(1− e−e−1

)−1(1 + o(1)). (32)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = o(1)

E[τn(k)] ≤





(1 + o(1))
(
1− e−e−1

)−1
, ïðè p≫ λ−2,(

1− e−e−1
)−1

(1− e−0.5)−1(1 + o(1)), ïðè p ≥ 0.5λ−2,

n
(
1− e−e−1

)−1
k−1λ−2(1 + o(1)), ïðè p = o(λ−2),

2n
(
1− e−e−1

)−1
k−1λ−2(1 + o(1)), ïðè p ≤ 0.5λ−2.

(33)

Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî p≫ λ−1 ln3 λ, òî ïðè n→ ∞ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

P(Tn(k) > 0) → 1, E[τn(k)] → 1. (34)

Òåîðåìà 8. Åñëè äëÿ ÄÌÑÏ öåïåé Ìàðêîâà {Zn,µ(n),λ(n)(s)}s∈N0
ïðè

n → ∞ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ µ = µ(n) = O(n ln2 n), λ(n) = o
(
n1/3

)
è

λ(n) → ∞, òî âåðíà îöåíêà

E[τn]≤En(λ(n)) := 0.5n
ln lnλ(n)

lnλ(n)
(1+o(1))+

n(lnn−2 lnλ(n))(1+o(1))(
1− e−e−1

)
λ2(n)

. (35)

Åñëè λ(n) ∼ nγL(n), ãäå γ ∈ (0, 1/3) è L(n) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ

íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ, òî íåðàâåíñòâî (35) ïðèíèìàåò âèä

E[τn] ≤ 0.5nγ−1 ln lnn(1 + o(1))/ lnn. (36)

Ìèíèìóì λ(n)E[τn] ïî λ(n) äîñòèãàåòñÿ ïðè

λ(n) ∼
√
lnn ln lnn

(
1− e−e−1

)−1
/ ln ln lnn (37)

è ïðåäñòàâëåíèå (35) ïðèíèìàåò âèä

E[τn] ≤ n ln ln lnn ln−1 lnn(1 + o(1)). (38)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü ñòîõàñòè÷åñêèì àíàëîãîì îöåíêè (1),

ïîëó÷åííîé â [4℄. Ëþáîå èç ñîîòíîøåíèé (36) è (38) ìîæíî âûáðàòü â êà-

÷åñòâå îïòèìàëüíîãî. Âñå çàâèñèò îò ñëîæíîñòè âûïîëíåíèÿ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ïðîöåäóð. Äîâîëüíî åñòåñòâåííî, ÷òî ïîñëå âûáîðà òåñòîâûõ âåêòîðîâ

äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä ý��åêòèâíåå íàïðàâëåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî

ïîèñêà. Îäíàêî íå ÿñíî, êàêîé èç ïîäõîäîâ ïðîùå äëÿ ïðèëîæåíèé. Ïðî-

áëåìà â îöåíêå ñëîæíîñòè ïîèñêà êîíêðåòíîãî íàáîðà òåñòîâûõ âåêòîðîâ

è ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãî îáåñïå÷åíèÿ.
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3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ïóñòü öèêë An,l(k, ℓ, λ), ïîðîæäàåòñÿ ÷àñòèöåé òèïà x, ó êîòîðîé n − k
êîìïîíåíò “1” è k êîìïîíåíò “0”, à l � �èêñèðîâàííîå ñëó÷àéíîå çíà-

÷åíèå ℓ ∈ B(n, λ/n). Äàëåå íà ýòàïå ìóòàöèè λ ðàç íåçàâèñèìûì îáðàçîì

ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ l ïîçèöèé äëÿ ìóòàöèè. Êîëè÷åñòâî “0” â ýòèõ ïî-

çèöèÿõ ïîä÷èíÿåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ HG(n, k, l).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1.3.1 â

[6℄). Óòî÷íèì ïîñëåäíþþ òåîðåìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ åå â ñõåìå ñåðèé.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ηg = ηg(n, n1, l) ∈ HG(n, n1, l), n, n1, l, l1 ∈ N, n1 ≤ pn,
ãäå 0 < p < 1, n2 = n − n1, l = l(n) = o(

√
n), n, l → ∞, l1 ≤ lp + (lp)γ ïðè

ëþáîì �èêñèðîâàííîì 0.5 < γ < 1, n1/n = p, n2/n = q, ηb ∈ B(l, p).
Òîãäà E[ηg] = E[ηb] = lp, Var[ηg] ∼ Var[ηb] = lpq è ïðè n → ∞ âåðíî

ñîîòíîøåíèå ∣∣Pn,n1
(l, l1)− Pp(l, l1)

∣∣ = O(l2/n)Pp(l, l1), (39)

ãäå îöåíêà O(l2/n) ðàâíîìåðíàÿ ïî l1.
Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Pn,n1
(l, 0) = (1− n1/n)

l
(
1 +O

(
l2max{l, n1}/n2

))
. (40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëå òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ïîëó÷àåì

Pn,n1
(l, l1) =

(
l

l1

)
(n− l)!

n!

n1!n2!

(n1 − l1)!(n2 − l2)!
.

Ïî �îðìóëàì Òåéëîðà ln(1− x) = −x+ 0.5x2(1 + ox(1)) è e
x = 1 + x+

0.5x2(1 + o(1)) ïðè x → 0 è â ñëó÷àå x = l2n−1 → 0 ïðè n → ∞, âåðíû

îöåíêè

n!

(n− l)!
=

∏l−1

i=0
(n− i) = nl exp

{∑l−1

i=0
ln(1− in−1)

}

= nl exp
{∑l−1

i=0
(−in−1 + 0.5i2n−2(1 + o(1))

}

= nl exp
{
−0.5l(l − 1)n−1 + (1 + o(1))(l − 1)l(2l − 1)n−2/12

}

= nl exp
{
−0.5l(l − 1)n−1(1 + o(1))

}
= nl

(
1 +O(l2/n)

)
. (41)

Â ñèëó óñëîâèÿ n1 ≤ (1 − p)n ïðè çàìåíå â öåïî÷êå îöåíîê (41) àðãó-

ìåíòîâ l è n íà l2 ≤ l è n2 ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

n2!

(n2 − l2)!
= nl2

2

(
1 +O

(
l22/n

))
, (42)
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ãäå êîìïîíåíòà O
(
l22/n

)
áóäåò ðàâíîìåðíîé ïî l2, òàê êàê l2 ≤ l è n2 ≥

(1− p)n.

Òðåòüÿ äðîáü

n1!

(n1 − l1)!
â ñëó÷àå l1 = o(

√
n1) ïî àíàëîãèè ñ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì (41) ýêâèâàëåíòíà nl1
1 . Îäíàêî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé äîêà-

çàòåëüñòâà èç öåïî÷êè (41) áåç ïîñëåäíåãî øàãà, ãäå âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ

âåðíû ïðè l = o(n), òî ïðè l1 = o(n1) ïðèõîäèì ê îöåíêå

n1!

(n1 − l1)!
= nl1

1 exp
{
−0.5l1(l1 − 1)n−1

1 (1 + o(1))
}
. (43)

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ l1 ≤ lp + (lp)γ ñëåäóåò l1 = o(n1) è l1(l1 −
1)n−1

1 = O(l2p/n).
Â ðåçóëüòàòå èç ïðåäñòàâëåíèé (41)�(43) ïîëó÷àåì

Pn,n1
(l, l1) =

(
l

l1

)
nl1
1

nl1

nl2
2

nl2
(1 +O(l2p/n)),

÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (39) ïðè l1 > 0. Åñëè l1 = 0, òî îíà ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèé (41) è (42), à ïðåäñòàâëåíèå (40) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäïîñëåäíåé

îöåíêè â öåïî÷êå ïðåîáðàçîâàíèé (41) è åå àíàëîãà ïðè çàìåíå n íà n−n1

ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (n− n1)
−1 − n−1 = n1(n− n1)

−1n−1
.

Ñîîòíîøåíèå Var[ηg] = lpq(n− l)(n− 1)−1 ∼ lpq î÷åâèäíî.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå áèíîìèàëüíûì, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå (9) â òåðìèíàõ ηb = ηb(n, k, l) ∈ B(l, p) (çäåñü
è äàëåå ïîëàãàåì n1 = k) ïðè çàìåíå z íà uλ(x) = bλ + xa−1

λ .

Fl(p; uλ(x)) = P
(
ηb < uλ(x)

√
lpq + lp

)
=: P

(
η̃b(n, k, l) < uλ(x)

)
.

Ïîëîæèì

Gl(p; uλ(x)) := P
(
ηg < uλ(x)

√
lpq + lp

)
=: P

(
η̃g(n, k, l) < uλ(x)

)
,

η̃∗b,λ = η̃∗b,λ(n, k, l) := max1≤i≤λ

{
η̃
(i)
b

}
è η̃∗g,λ = η̃∗g,λ(n, k, l) := max1≤i≤λ

{
η̃
(i)
g

}
.

ãäå η̃
(i)
b è η̃

(i)
g íåçàâèñèìûå ñòîõàñòè÷åñêèå êîïèè η̃b = η̃b(n, k, l) è η̃g =

η̃g(n, k, l), ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ηb ∈ B(l, p), ηg ∈ HG(n, k, l), p = p(n) = k/n ∈ (0, p],
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2 ñ Sl = ηb è òåîðåìû 9 ñ n1 = k, à l ∈ D(λ) =
[λ− λγ, λ+ λγ], 0.5 < γ < 1, è l3n−1 = o(1), òîãäà ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî

ðàâíîìåðíàÿ ïî l ∈ D(λ) ñõîäèìîñòü

P
(
η̃∗g < uλ(x)

)
→ exp

{
− e−x

}
. (44)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñîáðàíî òðè òèïà îãðàíè÷åíèé.

Ñîãëàñîâàíèå èõ ïðèâåäåíî â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 5 è áóäåò îáîñíîâàíî

íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé.

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ñòåïåíåé äâóõ �óíêöèé è ñîîòíî-

øåíèå (39), ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣Gλ
l (p; uλ(x))− F λ

l (p; uλ(x))
∣∣ = O(λ3n−1). (45)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

∣∣Gλ
l (p; zλ)− Φλ(uλ(x))

∣∣ ≤
∣∣Gλ

l (p; zλ)− F λ
l (p; zλ)

∣∣ +
∣∣F λ

l (p; zλ)− Φλ(uλ(x))
∣∣

îöåíêè (45) è ëåìì 1 è 2.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû5. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ

î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 10. Ïîêàæåì, ÷òî èõ óñëîâèÿ ñîâïàäàþò.

Óñëîâèå ηg ∈ HG(n, k, l) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ÷àñòè öèêëàAn,l(k, ℓ, λ), îïè-
ñûâàåìîé â òåîðåìå 5. Îáùåå äëÿ îáåèõ òåîðåì óñëîâèå l ∈ D(λ) ïîçâîëÿåò
çàìåíèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû (21) â ëåììå 2 íà óñëîâèÿ λ → ∞ è

p ≫ λ−1 ln3 λ. Îãðàíè÷åíèå íà n1 = k ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðà p â

òåîðåìàõ 5 è 9 ñîâïàäàþò. Óñëîâèå l3n−1 = o(1), äîáàâëåííîå â òåîðåìó

10 è ïðèñóòñòâóþùåå â òåîðåìå 5, îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ

îãðàíè÷åíèé â òåîðåìå 9.

Îïèøåì ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Ll(ℓ; k), ∆′(n, k, l) è

η̃∗g,λ = η̃∗g,λ(n, k, l).
Ïóñòü Σ(n, k, l) := ηg − (l− ηg) = 2ηg − l � âåëè÷èíà ïðèðàùåíèÿ íîðìû

â îòäåëüíîì ýêñïåðèìåíòå íà ïåðâîì ýòàïå öèêëà An,l(k, ℓ, λ). Ïî ðåçóëü-
òàòàì λ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ïåðâîì ýòàïå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ

Σ(i)(n, k, l), i = 1, . . . , λ. Ïðè ïåðåõîäå îò ÷àñòèöû òèïà x ê ÷àñòèöå òèïà x′

ïðèðàùåíèå íîðìû ðàâíî

|x′| − |x| = ∆′(n, k, l) = max
1≤i≤λ

Σ(i)(n, k, l) = 2
(
max
1≤i≤λ

η(i)g − lp
)
+ (2p− 1)l.

Ïî îïðåäåëåíèþ

η(i)g − lp = η̃(i)g (n, k, l)
√
lpq

è

∆′(n, k, l)− (2p− 1)l/(2
√
lpq) = η̃∗g,λ. (46)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (44) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) íà ÷èñëîâîé

ïðÿìîé ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùèé îò n è l ∈ D(λ) êîìïàêò K òàêîé, ÷òî

äëÿ UK := {uλ(x) : x ∈ K} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P
(
η̃∗g,λ ∈ UK

)
≥ 1− ε.
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Ïðè ýòîì óñëîâèå x ∈ K âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ïî λ îöåíêó uλ(x) =√
2 lnλ(1 + o(1)). Áîëåå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ uλ(x) = bλ + xa−1

λ ñëåäóåò,

÷òî ìîæíî âûáðàòü è ñåìåéñòâî íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùèõ êîìïàêòîâ Kn

òàêèõ, ÷òî äëÿ UKn
:= {uλ(x) : x ∈ Kn} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P
(
η̃∗g,λ ∈ UKn

)
≥ 1− εn, (47)

ãäå εn → 0 è ïðè x ∈ Kn âåðíà îöåíêà uλ(x) =
√
2 lnλ(1 + o(1)).

Ïîñëåäíèå óñëîâèÿ ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ η̃∗g,λ ñî ñõî-

äÿùåéñÿ ê 1 âåðîÿòíîñòüþ âåðíà îöåíêà uλ(x) =
√
2 lnλ(1 + o(1)) èëè

uλ(x) ∼
√
2 lnλ. Ýòî óñëîâèå áóäåò äåéñòâîâàòü è äëÿ �óíêöèé, îòëè÷-

íûõ îò uλ(x).

Ïðåäñòàâëåíèÿ (46) è (47) ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ñî ñõîäÿùåéñÿ

ê 1 âåðîÿòíîñòüþ

∆′(n, k, l) ∼ (2p− 1)l + 2
√
lpq

√
2 lnλ. (48)

Áîëåå òî÷íî,

P
(
∆′(n, k, l) ≤ (2p− 1)l + 2

√
lpq uλ(x)

)
→ exp{−e−x}. (49)

Îáîçíà÷èì Kn(l, p) :=
{
x :

∣∣√lpq
(
bλ + xa−1

λ

)∣∣ ≤
√
pλ ln2 λ

}
. Î÷åâèäíî,

÷òî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà Kn(l, p) ñòðåìÿòñÿ ê −∞ è +∞
ïðè n→ ∞ è l−1p−1

√
lpq

(
bλ+xa

−1
λ

)
≤

√
l−1p−1q ln2 λ→ 0, åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ p≫ λ−1 ln3 λ è l ∈ D(λ).

Ïîýòîìó ñî ñõîäÿùåéñÿ ê 1 âåðîÿòíîñòüþ

∆′(n, k, l) ∈ Kn(l, p). (50)

Â òåðìèíàõ Ll(ℓ; k) óòâåðæäåíèå (49) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

P
(
Ll(ℓ; k) ≤ lp+

√
lpq(bλ + x/aλ)

)
→ exp{−e−x},

à èç ñîîòíîøåíèÿ (50) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 10.

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû

λp

(
1±

√
p−1λ−1 ln2 λ

)
= λp(1 + o(ln−0.5 λ)). (51)
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3.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6

Ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà ìóòàöèé â öèêëå An,l(k, ℓ, λ), ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà

ñêðåùèâàíèÿ äëÿ ÷àñòèö òèïîâ x è x′, êîòîðàÿ íåçàâèñèìî ïîâòîðÿåòñÿ

λ ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ êîëè÷åñòâà èçìåíÿåìûõ â x ïîçèöèé,

èìåþùèõ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé

Ïóàññîíà (ñì. òåîðåìó 5.4.1 â [6℄). Îäíàêî â ïîñëåäíåé òåîðåìå îöåíêà

ðàâíîìåðíàÿ ïî âñåé îáëàñòè, è ìû åå óòî÷íèì.

Ïîëîæèì l ∈ D(λ) = [λ−λγ , λ+λγ], 0.5 < γ < 1, ÷òî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ
ℓ ∈ B(n, λ) âëå÷åò âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ ñõîäÿùåéñÿ

ê 1, à ïðè ãðóáûõ îöåíêàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå l = λ(1+o(1)).
×èñëî áèòîâûõ ïîçèöèé ñ ñîñòîÿíèÿìè “0” íà l ìóòèðîâàâøèõ ó ÷àñòè-

öû òèïà x ïðè ïåðåõîäå â òèï x′ � Ll(ℓ; k) îöåíåíî â ñîîòíîøåíèè (27).

Ïóñòü Ll(ℓ; k) = k0,l, l − k0,l = k1,l, p = k/n, q = (n− k)/n,

p̃0,l := k0,l/l = p
(
1 +O

(√
p−1λ−1 ln2 λ

))
= p(1 + o(ln−0.5 λ)) (52)

÷òî âåðíî â ñèëó ïðåäñòàâëåíèé (27) è (51) è óñëîâèÿ l ∈ D(λ), p̃1,l = q̃0,l =:
1− p̃0,l. Ïðè îäíîêðàòíîì ñêðåùèâàíèè ÷àñòèö òèïîâ x è x′ ïî l ïîçèöèÿì
îáîçíà÷èì ÷åðåç η0,l = η0,l(n) ∈ B(k0,l, λ−1) � êîëè÷åñòâî çàìåí ïîçèöèé ñî

çíà÷åíèåì “0” íà çíà÷åíèÿ “1” â x, à η1,l = η1,l(n) ∈ B(k1,l, λ−1) êîëè÷åñòâî
çàìåí “1” íà “0” â x. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η ∈
P(a): Πa(A) = P(η ∈ A), A ⊆ N0, Πa,s = P(η < s), Πa,s = P(η ≥ s).

Îïèøåì ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ηj,l ∈ B(kj,l, λ−1),
j = 0, 1 â ñõåìå ñåðèé, â òåðìèíàõ ïðåäåëüíûõ äëÿ íèõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïóàññîíà. Íàñ èíòåðåñóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàêñèìóìà ó ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí η
(i)
j,l , j = 0, 1, i ∈ Nλ, ÿâëÿþùèõñÿ íåçàâèñèìûìè ñòî-

õàñòè÷åñêèìè êîïèÿìè âåëè÷èí ηj,l ïðè λ → ∞. Ñâîéñòâà ìàêñèìóìà

η∗j,l = max1≤i≤λ η
(i)
j,l îïèøåì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ äëÿ íèõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïóàññîíà. Ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî íóæíî ó÷èòûâàòü òî÷íîñòü àïïðîêñèìà-

öèè ηj,l ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà.

Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.4.1 èç [6℄.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü η̃ ∈ B(l̃, λ−1) è η ∈ P(l̃λ−1), òîãäà äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà B ⊂ N0,l âåðíî íåðàâåíñòâî

|P(η̃ ∈ B)−P(η ∈ B)| ≤ l̃λ−2. (53)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû (53) çàïèøåì â âèäå

∣∣P(η̃ ≥ s)− Πp̃,s

∣∣ ≤ l̃λ−2 ∼ p̃λ−1, p̃ := l̃λ−1, ∀ s ∈ Z
+
0 . (54)
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Ñîîòíîøåíèå (54) äëÿ η0,l ïðèíèìàåò âèä
∣∣P(η0,l ≥ s)− Πp̃0,l,s

∣∣ ≤ k0,lλ
−2 ∼ p̃0,lλ

−1, ∀s ∈ Z
+
0 . (55)

Òåîðåìà Ïóàññîíà äëÿ η0,l â ñëó÷àå k0,l = o(λ2) äàåò ðàâíîìåðíóþ

îöåíêó (55) äëÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ B
(
k0,l, λ

−1
)
÷åðåç

P
(
k0,lλ

−1
)
ïî âñåì íàáîðàì s, íî îíà ó÷èòûâàåò äîñòàòî÷íî áîëüøèå îò-

êëîíåíèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η0,l. Íàñ èíòåðåñóþò
áîëåå òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ P(η0,l > s) ñ ïîìîùüþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ïóàññîíà ïðè áîëüøèõ s.
Âåðõíÿÿ îöåíêà (ó íàñ p̃0,l < 1) ïðèâåäåíà â ñëåäñòâèè 4 èç [11℄ è èìååò

âèä

P(η0,l ≥ s) < Πp̃0,l,s, ∀s > p̃0,l + 1. (56)

Ïðè áîëüøèõ s ñëåäóþùóþ èç ñîîòíîøåíèÿ (54) íèæíþþ îöåíêó äëÿ

P(η0,l ≥ s) ìîæíî ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü.
Ïðèâåäåì â îáùåì âèäå äâóñòîðîííþþ îöåíêó äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ Ïóàññîíîâñêîãî.

Ëåììà 3. Ïóñòü η ∈ B(l, λ−1), l = l(n) → ∞, s = s(n) → ∞ ïðè n→ ∞
è s <

√
2γΠl, γΠ ∈ (0, 1), λ = λ(n) è p = lλ−1 ∈ (0, c1) ∈ R+

äëÿ íåêîòîðîãî

c1, íå çàâèñÿùåãî îò n, òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðíà îöåíêà

(
1− 0, 5c2s

2l
−1)

Πp(s) ≤ P(η ≥ s) < Πp,s ≤ Pip(s)/(1− p(s+ 1)−1), (57)

ãäå c2 > 1 è γΠc2 < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîâîëüíî î÷åâèäíóþ îöåíêó (1) èç [12℄

Πp(s)e
p = ps/s! ≤

∑
k≥s

pk/k! ≤ ps/(s!(1− p(s+ 1)−1)),

ãäå p > 0 � ïðîèçâîëüíîå. Ïîñëåäíþþ îöåíêó çàïèøåì â âèäå

Πp(s) ≤ Πp,s ≤ Πp(s)/(1− p(s+ 1)−1). (58)

Îöåíêà ñâåðõó â íåðàâåíñòâàõ (57) ñëåäóåò èç çàïèñàííîãî â äðóãèõ

îáîçíà÷åíèÿõ íåðàâåíñòâà (56) è âòîðîé ÷àñòè îöåíêè (58).

Â óñëîâèÿõ äàííîé ëåììû ïðåäñòàâëåíèå, ïðèâåäåííîå ïîñëå îöåíêè

(5.4.4) èç [6℄, èìååò âèä

Pp(l, s) =
(
1 + (s− (s− p)2)/(2l) +O

(
(s3 + p3)/l

2)
Πp(s). (59)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòåñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ Pp(l, s) ïîñëå

ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå ýêñïîíåíòû â ñòåïåíè ñóììû ëîãà-

ðè�ìîâ ñîìíîæèòåëåé è ïðèìåíåíèÿ ê ëîãàðè�ìàì �îðìóëû Òåéëîðà.
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Ïðè s, l → ∞ è s <
√

2γΠl îöåíêó (59) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Pp(l, s) =
(
1− 0.5s2l

−1
(1 + o(1))

)
Πp(s),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ η∗ = max1≤i≤λ

{
η(i)

}
, ãäå η(i) ∈

P(p) íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè ïðè �èêñèðîâàííîì n, à p = p(n), èçó÷èì
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

λΠp(s) =: λe−pe−cs/s!, (60)

ãäå s ∈ N è s→ ∞.

Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó λΠp(s∆) â ñëó÷àå s∆ := [∆n lnλ/ ln lnλ] → ∞.

Óñëîâèå s∆ → ∞ áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîå ÷åì ∆n > 0. Çàïèøåì åãî â âèäå

ln lnλ+ δ ln ln lnλ− c≫ ln2 lnλ/ lnλ. (61)

Ëåììà 4. Ïóñòü λ = λ(n) → ∞ ïðè n → ∞, è Πp(s) ñ s = s∆
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (60) è (61), òîãäà ñîîòíîøåíèå λΠp(s) → ∞ âåðíî

ïðè δ = 1 è ïðè δ > 1 â ñëó÷àå c2 ≥ δ2 ln ln lnλ ln lnλ, ãäå δ − 1 < δ2 ≤ C
ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå, à ñîîòíîøåíèå λΠp(s) → −∞ âåðíî ïðè δ >
1 è c2 ≤ δ1 ln ln lnλ ln lnλ, ãäå 0 < δ1 ≤ δ−1 � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. [ Äîêàçàòåëüñòâî.℄ Ïðèâåäåì òåîðåìó 1.4.10 (�îðìó-

ëó Ñòèðëèíãà) èç [13℄

s! =
√
2πssse−sR(s), s ∈ N, (62)

ãäå 1 < e
1

12s+1 < R(s) < e
1

12s < 1.08690405.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ (28), ëåãêî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ

s ln s = ∆n lnλ(ln lnλ+ ln∆n − ln ln lnλ)/ ln lnλ

= (1 + ψn) lnλ+
(
ln∆n − ln ln lnλ

)
lnλ∆n/ ln lnλ

= lnλ+ lnλ((δ −∆n) ln ln lnλ+∆n ln∆n − c)/ ln lnλ, (63)

e−sces/
√
2πs = e−(c−1)s/

√
2π∆n lnλ/ ln lnλ

=
√

ln lnλ/(2π∆n lnλ) exp{∆n(1− c) lnλ/ ln lnλ}. (64)

Èç òîæäåñòâà (63) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

s−s = e−s ln s = λ−1 exp{lnλ(c+ (∆n − δ) ln ln lnλ−∆n ln∆n)/ ln lnλ}. (65)

Âû÷èñëèì ñóììó ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ýêñïîíåíò èç ïðåäñòàâëåíèé

(64) è (65)

Sn(c, δ) := (∆n(1− c) + c+ (∆n − δ) ln ln lnλ−∆n ln∆n) lnλ/ ln lnλ,
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êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ∆n = 1+δ ln ln lnλ/ ln lnλ−c/ ln lnλ ïðèîáðåòàåò
âèä

Sn(c, δ) =
(
1 + (c2 − c+ (δ − cδ − c) ln ln lnλ+ δ ln2 ln lnλ)/ ln lnλ

+ (1− δ) ln ln lnλ−∆n ln∆n

)
lnλ/ ln lnλ =: S0

n(c, δ) lnλ/ ln lnλ.

Ïî îïðåäåëåíèþ 0 < ∆n < 1 + o(1), à òàê êàê x ln x ∈ [−e−1, 0] ïðè
x ∈ (0, 1], òî âåðíà îöåíêà

−C lnC ≤ −∆n ln∆n ≤ e−1. (66)

Ôîðìàëüíî âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

λΠp(s) = exp
{
ln
√
ln lnλ/(2π∆n lnλ) + Sn(c, δ)

}
R(s). (67)

Äîêàæåì, ÷òî ïðè δ = 1 âåðíà îöåíêà S0
n(c, δ) ≥ 1 + o(1). Â ñàìîì

äåëå, âòîðîå åãî ñëàãàåìîå (äðîáü) ÿâëÿåòñÿ o(1) ïðè c = o(
√
ln lnλ), à

â ñëó÷àå c ≥ ε
√
ln lnλ, ãäå ε > 0 ïðîèçâîëüíî, îíî ýêâèâàëåíòíî c2 ln lnλ.

Îñòàëîñü ó÷åñòü îöåíêó (66) è òî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñîîòíîøåíèè (67)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì îòíîñèòåëüíî lnλ/ ln lnλ, è ïîëó÷èòü ïåðâóþ

÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû: λΠp(s) → ∞ ïðè δ = 1.
Åñëè δ ∈ (1, 1 + C), òî îïðåäåëÿþùèì ñëàãàåìûì â S0

n(c, δ) ÿâëÿåòñÿ
(1 − δ) ln ln lnλ → −∞. Ïðè c2/ ln lnλ = o(ln ln lnλ) îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
áåñêîíå÷íî ìàëû îòíîñèòåëüíî íåãî, à ïðè c2 = δ0 ln ln lnλ ln lnλ, ãäå 0 <
δ0 ≤ δ1, âåðíà îöåíêà S0

n(c, δ) = (δ1 + 1 − δ) ln ln lnλ → −∞. Â ñëó÷àå

c2 > δ2 ln ln lnλ ln lnλ âåðíî íåðàâåíñòâî S0
n(c, δ) > (δ2+1−δ) ln ln lnλ→ ∞.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñîîòíîøåíèè (67) ÿâ-

ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì îòíîñèòåëüíî lnλ/ ln lnλ, ÷òî äîêàçûâàåò îáà

óòâåðæäåíèÿ ëåììû â ñëó÷àå δ ∈ (1, 1 + C): âåðíû îöåíêè λΠp(s) → −∞
ïðè c2 < δ1 ln ln lnλ ln lnλ è λΠp(s) → ∞ ïðè c2 ≥ δ2 ln ln lnλ ln lnλ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ η0,l è η1,l ðàññìàòðèâàþòñÿ íà öèêëå

An,l(k, ℓ, λ) ïðè óñëîâèè Ll(ℓ; k) ∈ Dp(λ). Èç ñîîòíîøåíèÿ (52) ñëåäóåò, ÷òî
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

k0,l ∈
{(
pλ+ λ

√
λ−1pq

√
2 lnλ

)
(1 + o(1))

}
(68)

ñõîäèòñÿ ê 1.

Ïóñòü ηl = η0,l − η1,l, η
∗
l = max1≤i≤λ

{
η
(i)
l

}
, ãäå η

(i)
l � íåçàâèñèìûå ñòî-

õàñòè÷åñêèå êîïèè ηl, òîãäà ðàñïðåäåëåíèå η
∗
l ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì

∆∗
k,l ïðè óñëîâèè Ll(ℓ; k) = k0,l.

Ïî òåîðåìå 11 ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η0,l ∈ B
(
k0,l, λ

−1
)

ïðè k0,lλ
−2 = p̃0,lλ

−1 → 0, n → ∞, ñõîäèòñÿ ê Ïóàññîíîâñêîìó P(p̃0,l), à
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ðàñïðåäåëåíèå η1,l ∈ B
(
k1,l, λ

−1
)
ïðè k1,lλ

−2 = p̃1,lλ
−1 → 0, n → ∞, � ê

Ïóàññîíîâñêîìó P(p̃1,l). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n→ ∞ è îãðàíè÷åííûõ p̃0,l è
p̃1,l âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

P(ηj,l = 0) ∼ e−p̃j,l, P(ηj,l ≥ 1) = 1− e−p̃j,l(1 + o(1)), j = 1, 2, (69)

è P(ηj,l < s) → 1 ïðè s→ ∞.

Îáîçíà÷èì η∗0,l = max1≤i≤λ

{
η
(i)
0,l

}
, ãäå η

(i)
0,l � íåçàâèñèìûå ñòîõàñòè÷å-

ñêèå êîïèè η0,l.
Îïèøåì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà óêëîíåíèé äëÿ η∗0,l. Èññëåäîâàíèÿ

îñíîâàíû íà óòâåðæäåíèÿõ ëåìì 3 è 4 ïðè çàìåíå l íà k0,l è p íà p̃0,l, ÷òî
äàëåå â ëåììå 5 ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì.

Ëåììà 5. Ïóñòü â öèêëàõ An,l(k, ℓ, λ), l, n, k, λ ∈ N, p = p(n) = k/n ∈
(0, p], ãäå 0 < p < 1, λ = λ(n) → ∞, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (61) è òåîðåìû 5,

k0,l óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (68).

Òîãäà îöåíêà

P
(
η∗0,l ≥ lnλ

(
ln lnλ + δ ln ln lnλ+ ln p̃0,l)/ ln

2 lnλ
)
→ 1, (70)

âåðíà â ñëó÷àÿõ δ = 1 è δ ∈ (1, 1+C) ïðè ln2 p̃0,l ≥ (δ2+δ−1) ln lnλ ln ln lnλ,
ãäå δ2 ∈ (δ − 1, C].

Åñëè 1 < δ < 1 +C è c2 ≤ δ1 ln ln lnλ ln lnλ, ãäå 0 < δ1 < δ− 1, òî âåðíà
îöåíêà

P
(
η∗0,l ≥ lnλ(ln lnλ+ δ ln ln lnλ+ ln p̃0,l)/ ln

2 lnλ
)
→ 0. (71)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (61) âëå÷åò â äàííîé ëåììå âûïîëíåíèå âñåõ

îãðàíè÷åíèé íà c = − ln p â òåîðåìå 5 è ëåììàõ 3 è 4. Â óòâåðæäåíèè

ëåììû ìû âìåñòî s = s∆ èñïîëüçóåì åãî ÿâíîå âûðàæåíèå.

Ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîå íåðàâåíñòâî ∆n > 0, ýêâèâàëåíòíîå òðåáîâà-

íèþ p−1 < lnλ lnδ lnλ, âëå÷åò óñëîâèå p≫ λ−1 ln3 λ èç òåîðåìû 5.

Â ëåììàõ 3 è 4 ñ l = k0,l â ñèëó óñëîâèÿ lnλ
√
λ−1 ln lnλ → 0 ïðè

λ → ∞ èç ñîîòíîøåíèÿ (52) ñëåäóåò p̃0,l = p(1 + o(1)). Ïîýòîìó â ñè-

ëó òîãî, ÷òî ∆n ≤ ln lnλ(1 + o(1)) è s = [∆n lnλ/ ln lnλ] → ∞, âåð-

íû îöåíêè p̃0,ls
−1 ∼ ps−1 → 0 è s2λ−1p̃−1

0,l ∼ ∆2
nλ

−1p−1 ln2 λ ln−2 lnλ ≤
p−1λ−1 ln2 λ ln2 lnλ ≤ p−1λ−1 ln3 λ → 0. Ïîýòîìó ïî ëåììå 3 âåðíî ïðåä-

ñòàâëåíèå

P(η0,l ≥ s) = Πp̃0,l(s)(1 + o(1)). (72)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1,

P(η∗0,l < s)=P
λ(η0,l < s)=(1−P(η0,l≥s))λ = exp{λ ln(1−P(η0,l≥s))}. (73)
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Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî P(η0,l ≥ s) → 0 ïðè s→ ∞, è �îðìóëó Òåéëîðà äëÿ

ëîãàðè�ìà, èç ñîîòíîøåíèÿ (73) ïîëó÷àåì

P(η∗0,l ≥ s) = 1− exp{−λP(η0,l ≥ s)(1 + o(1))}. (74)

Îöåíêè (74) è (72) è ëåììà 4 âëåêóò óòâåðæäåíèå ëåììû 5.

Âûäåëèì èç ëåììû 5 ñëó÷àé âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (70) ñ ÿâíûì

âèäîì òðåáóåìûõ óñëîâèé èç òåîðåìû 5. Ýòî ïðèâåäåò ê îöåíêàì ñðåäíèõ â

òåîðåìå 6. Èç ñîîòíîøåíèÿ (71) áåç äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé îöåíîê

ñðåäíèõ ñíèçó íå ñëåäóåò.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü â öèêëå An,l(k, ℓ, λ), p = p(n) = k/n ∈ (0, p],
ãäå 0 < p < 1, k0,l óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (68), âûïîëíåíî óñëîâèå

(61) ñ δ = 1 èëè ln2 p̃0,l ≥ (δ2 + δ − 1) ln lnλ ln ln lnλ äëÿ δ ∈ (1, 1 + C) è
δ2 ∈ (δ − 1, C], l ∈ D(λ), λ = o(n1/3), òîãäà ïðè n→ ∞ âåðíî ñîîòíîøåíèå

P
(
η∗0,l ≥ lnλ∆n(p, λ) ln

−2 lnλ(1 + o(1))
)
→ 1, (75)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè (70)

ïðè δ = 1 è òåîðåìû 5. Â ëåììå 5 ïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ

ëåììû 4. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî íåðàâåíñòâî ∆n(p, λ) > 0, ýêâèâàëåíòíîå òðå-
áîâàíèþ p−1 < lnλ ln lnλ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò óñëîâèå p ≫ λ−1 ln3 λ èç

òåîðåìû 5, ÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå äîïóùåíèé ïîñëåäíåé. Áîëåå òî-

ãî, óñëîâèå (61) ñ δ = 1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â ëåììå 4 ïðè δ = 1,
âëå÷åò íåðàâåíñòâî p−1 < lnλ ln lnλ.

Òàê êàê lnλ
√
λ−1 ln lnλ → 0 ïðè λ → ∞, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (52) â

óñëîâèÿõ äàííîãî ñëåäñòâèÿ ãëàâíûå ÷ëåíû â àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿõ èç ëåììû 4 ïðè p = p è p = p̃0,l ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ

äàííîãî ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5 ñîõðàíÿþòñÿ ïîñëå çàìåíû p̃0,l
íà p. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îöåíêè (70) ïðè

δ = 1 ïîñëå çàìåíû p̃0,l íà p.
Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé p̃0,ls

−1 ∼ ps−1 → 0 è

s2λ−1p̃−1
0,l ∼ s2λ−1p−1 → 0 èç ëåììû 5, íåîáõîäèìûõ äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé â íåðàâåíñòâàõ (57). Óñëîâèå ps−1 → 0 âûïîëíÿåòñÿ
âñåãäà, òàê êàê s→ ∞.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû6. Â îáîçíà÷åíèÿõ èç äàííî-

ãî ðàçäåëà âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

∆∗
k,l = ∆∗(n, k, l) = max

1≤i≤λ

{
η
(i)
0,l − η

(i)
1,l

}
.

Ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü èñõîäíûì ñèìâîëîì ñ

÷åðòîé ñâåðõó. Íàïðèìåð: B = Ω \B ñîáûòèå ïðîòèâîïîëîæíîå B.
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Ïðè s ∈ N ïîëîæèì

A
(i)
p̃0,l

(s) = A
(i)
p̃0,l

(n, s) :=
{
η
(i)
0,l − η

(i)
1,l ≥ s

}
⊇

{
η
(i)
0,l ≥ s, η

(i)
1,l = 0

}

=
{
η
(i)
0,l ≥ s

}{
η
(i)
1,l = 0

}
=: Ã(i)

p0,l
(s)

{
η
(i)
1,l = 0

}
= À

(i)
p̃0,l

(s). (76)

Èç îöåíîê (69) è (76) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

P
(
A

(i)
p̃0,l

(s)
)
≥ P

(
À

(i)
p̃0,l

(s)
)
= P

(
Ã

(i)
p̃0,l

(s)
)
e−1+p̃0,l(1 + o(1)).

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ è òî, ÷òî P
(
∆∗

k,l ≥ s
)
= P(Tn,l(k) ≥ s), ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèé ñëåäñòâèÿ 2 ïîçâîëÿþò çàïèñàòü öåïî÷êó òîæäåñòâåí-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îöåíîê

P(Tn,l(k) ≥ s) = P
(
max
1≤i≤λ

{
η
(i)
0,l − η

(i)
1,l

}
≥ s

)
= 1−P

λ
(
A

(1)

p̃0,l
(s)

)

= 1−
(
1−P(A

(1)
p̃0,l

)(s)
)λ ≥ 1−

(
1−P

(
À

(1)
p̃0,l

(s)
))λ

= 1− exp
{
λ ln

(
1−P

(
Ã

(1)
p̃0,l

(s)
)
e−1+p̃0,l(1 + o(1))

)}
. (77)

Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåé öåïî÷êå s = s∆ èç ëåììû 4. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî

P
(
Ã

(1)
p̃0,l

(s)
)
= P(η0,l ≥ s), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 5 â ñëåäñòâèè

2 ïðèâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå (75), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè (74), åñëè

âû÷èòàåìîå â åå ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ê 0. Çàâåðøàþùåå öåïî÷êó (77)

âûðàæåíèå ñîäåðæèò àíàëîãè÷íóþ ýêñïîíåíòó, îòëè÷àþùóþñÿ íà îãðà-

íè÷åííûé ñîìíîæèòåëü â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (75)

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå η∗0,l íà Tn,l(k).

P
(
Tn,l(k) ≥ lnλ(ln lnλ+ ln ln lnλ+ ln p̃0,l) ln

−2 lnλ
)
→ 1. (78)

Ñîáûòèÿ l = l(n) ∈ D(λ) = [λ−λγ , λ+λγ ] è Ll(ℓ; k) ∈ Dp(λ) èç óñëîâèé
òåîðåìû èìåþò âåðîÿòíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê 1, è ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ñõîäÿ-

ùèìèñÿ ê 1, âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè l ∼ λ è k0,l ∼ pλ, ïîýòîìó
ïðåäñòàâëåíèå (78) âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

P
(
Tn(k) ≥ lnλ∆n(p, λ) ln

−2 lnλ(1 + o(1))
)
→ 1. (79)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåãî èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (79) ñëå-

äóåò îöåíêà (29). Âûäåëÿÿ òðè çîíû: ln p = o(ln lnλ), ln p ∼ ln lnβ λ, β ∈
(0, 1), è ln p− ln lnλ ∼ ln lnβ lnλ, β ∈ (0, 1), èç îöåíêè (29) ïîëó÷àåì íåðà-

âåíñòâà (30).
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3.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7

Ïîÿñíèì ïåðâóþ ÷àñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ýòî ïåðåñå÷åíèå óñëîâèé òåîðå-

ìû 9 è îãðàíè÷åíèé l ∈ D(λ) è k = o(n).
Ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k = o(n) îòêàæåìñÿ îò àïïðîêñèìà-

öèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áèíîìèàëüíûì è íîðìàëüíûì.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìûì ïðèáëèæåíèåì (40) äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè

âûáîðå íà îòäåëüíîì øàãå ïåðâîãî ýòàïà öèêëà l ïîçèöèé äëÿ ìóòàöèè,

íå âñòðå÷àþòñÿ êîìïîíåíòû “0”. Íàì íóæíî, ÷òîáû ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà

öèêëà â òèïå x′, íà l èçìåíåííûõ ïîçèöèÿõ ïðèñóòñòâîâàëà õîòÿ áû îäíà

êîìïîíåíòà “1”. Äàííîå ñîáûòèå ïðîòèâîïîëîæíî òîìó, ÷òî ó âñåõ λ ìó-

òàíòîâ ìóòèðóþò òîëüêî êîìïîíåíòû “1”. Â ñàìîì äåëå, åñëè â åäèíè÷íîì

ýêñïåðèìåíòå ìóòèðóþò âñå ïîçèöèè “1”, òî íîðìà òèïà ìóòàíòà áóäåò ðàâ-
íà |x|− l, à åñëè ïðèñóòñòâóþò è “0”, òî íîðìà òèïà ìóòàíòà áóäåò áîëüøå,
÷åì |x| − l. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç λ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èòîãàì

ïåðâîãî ýòàïà öèêëà â òèïå x′ íà èçìåíåííûõ ïîçèöèÿõ ïðèñóòñòâóåò õîòÿ
áû îäíà êîìïîíåíòà “1” ïðè l ∈ D(λ), ðàâíà

1− P λ
n,k(l, 0) = 1− (1− k/n)lλ

(
1 + o

(
l2/n

))λ
=

= 1− eln(1−k/n)lλ(1 + o(1)) = 1− e−kλ2(1+o(1))/n(1 + o(1)), (80)

ãäå ìû ó÷ëè òî, ÷òî ïðè k > l âåðíà îöåíêà k/n = o(1), à èíà÷å � l2/n =
o(1), à çàòåì � l3/n = o(1) è ðàçëîæåíèå ëîãàðè�ìà â îêðåñòíîñòè 1.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîì øàãå âòîðîãî ýòàïà (ñêðåùèâà-

íèè) áóäåò èçìåíåíà òîëüêî îäíà ïîçèöèÿ ïî òåîðåìå 11 (Ïóàññîíà) àñèìï-

òîòè÷åñêè ðàâíà e−1
, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî áóäåò “0” â òèïå x, íå

ìåíåå ÷åì 1/l = (1 + o(1))/λ ïðè l ∈ D(λ). Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íà êàæäîì øàãå âòîðîãî ýòàïà â îïèñàííûõ óñëîâèÿõ íå âûáðàíà ïîçèöèÿ

“0”, áóäåò ðàâíà

C(n, k, λ) := 1− e−1λ−1(1 + o(1))),

à ó÷èòûâàÿ áåñêîíå÷íóþ ìàëîñòü â ýòîì âûðàæåíèè âû÷èòàåìîãî, ïî �îð-

ìóëå Òåéëîðà ìîæíî íàïèñàòü

lnC(n, k, λ) = −e−1λ−1(1 + o(1)).

Ïîÿâëåíèå ïîñëåäíåãî ñîáûòèÿ â λ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ áóäåò ðàâ-
íî Cλ(n, k, λ). Âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ |y|− |x| ïðè óñëîâèè
çàìåíû â êîìïîíåíòàõ x åäèíñòâåííîé ïîçèöèè è íàëè÷èÿ íà íîâûõ ïîçè-

öèÿõ â x′ ñèìâîëà “1” áóäåò íå ìåíåå, ÷åì

1−(1−(el)−1(1+o(1)))λ = 1−exp{−e−1(1+o(1))} = (1−e−e−1

)(1+o(1). (81)
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Â èòîãå, èç ñîîòíîøåíèé (80) è (81) ñëåäóåò, ÷òî íà öèêëå An,l(k, ℓ, λ)
ïðè k = o(n) è n→ ∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

P(Tn,l(k) > 0) ≥
(
1− e−kλ2(1+o(1))/n(1 + o(1))

)(
1− e−e−1)

(1 + o(1)). (82)

Òîæäåñòâî (26), îöåíêà (82) è óñëîâèå l ∈ D(λ), êîòîðîå ïî öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìå âëå÷åò P(ℓ ∈ D(λ)) = 1 + o(1), ïîçâîëÿþò çàïèñàòü

P(Tn(k) > 0) ≥
(
1− e−kλ2(1+o(1))/n(1 + o(1))

)(
1− e−e−1)

(1 + o(1)). (83)

Ñîâïàäåíèå ñîáûòèé Tn(k) > 0 è τn(k) = 1 îçíà÷àþò, ÷òî èç îöåíêè (83)
ñëåäóåò (31). Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è �îðìóëû (25) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(32). Îöåíêè (33) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (32) ñ ðàçáèå-

íèåì íà çîíû, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 1−e−kλ2(1+o(1))/n(1+o(1)) ïðè ñòðåìëåíèè ïîêàçàòåëÿ
ýêñïîíåíòû ê 0 èëè −∞.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû, ãäå óòî÷íÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðå-

çóëüòàòû èç ïåðâîé ÷àñòè ïðè áîëåå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ p≫ λ−1 ln3 λ.
Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (77) ïðè s = 1.

P(Tn,l(k) ≥ 1) ≥ 1−
(
1− e−1p̃0,l

)λ ≈ 1− exp
{
− e−1λp̃0,l

}
(84)

Çäåñü ìû íå èñïîëüçóåì òåîðåì îá àïïðîêñèìàöèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ áèíîìèàëüíûì, à àïåëëèðóåì òîëüêî ê òåîðåìå 5 è ñîîò-

íîøåíèþ (40), êîòîðûå ïðèìåíèìû äëÿ k ≫ nλ−1 ln3 λ èëè p ≫ λ−1 ln3 λ.
Ñ ïîìîùüþ àðãóìåíòîâ, ïðèâåäåííûõ ïîñëå ñîîòíîøåíèé (82) è (83) èç

(84) ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó (34).

� 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8

�àçîáúåì îáëàñòü èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé Zn,µ(n),λ(n)(s) = Zn(s) íà äâå ÷à-
ñòè D0 = {κ0 + 1, κ0 + 2, . . . , 0.5n} è D1 = Nκ0

, ãäå κ0 := [en/(lnλ ln lnλ)].
Âûáîð κ0 ïðîäèêòîâàí óñëîâèåì (61) ñ δ = 1, êîòîðîå äëÿ óïðîùåíèÿ ÿâ-

íîãî âèäà κ0 ìû îñëàáèëè äî ln lnλ+ln ln lnλ−c > 1 èëè p > e/(lnλ ln lnλ)
Ïî òåîðåìå 1 èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñõîäÿ-

ùåéñÿ ê 1, Zn(0) = n/2 − 0.5
√
2n lnµ(1 + o(1)). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî çîíà D0

ñîäåðæèò 0.5n(1 + o(1)) öåëûõ çíà÷åíèé è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðèðàùåíèé

Tn(k) = Zn(s)−Zn(s+ 1) íà öèêëå An(k, ℓ, λ) ïî �îðìóëå (30) èç òåîðåìû
6 â çîíå D0 îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé lnλ/ ln lnλ, òî çíà÷åíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {Zn(s)}s∈N0

ïîêèäàþò ýòó çîíó â ñðåäíåì íå áîëåå ÷åì çà

B0 øàãîâ, ãäå

B0 := 0.5n ln lnλ/ lnλ(1 + o(1)). (85)
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Â çîíå D1 ìû èãíîðèðóåì ïðåâîñõîäÿùóþ 1 âåëè÷èíó ïðèðàùåíèé

Zn(s+ 1)− Zn(s) è ïðèìåíÿåì òåîðåìó 7. �àçîáúåì çîíó D1 íà 3 ÷àñòè

D1,3 = Nκ2
, D1,2 = Nκ1

\ Nκ2
, D1,1 = Nκ0

\ Nκ1
,

ãäå κ1 := [n ln lnλ/λ2] è κ2 := [0.5n/λ2].
Èç ñîîòíîøåíèé (33) ñëåäóåò, ÷òî ïðè k ∈ D1,1 âåðíî íåðàâåíñòâî

E[τn(k)] ≤
1 + o(1)(

1− e−e−1
)
(1− e−0.5)

,

à ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ìîùíîñòü |D1,1| ≤ en/(lnλ ln lnλ), êîëè÷åñòâî øàãîâ

äî ïîêèäàíèÿ íàøèì Ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì çîíû D1,1 â ñðåäíåì íå ïðå-

âîñõîäèò

B1,1 :=
en

lnλ ln lnλ
(
1− e−e−1

)
(1− e−0.5)

(1 + o(1)) = o(B0). (86)

Õîðîøî èçâåñòíà �îðìóëà Ýéëåðà äëÿ àñèìïòîòèêè ñóììû ïåðâûõ n
÷ëåíîâ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

Hn :=
∑n

k=1
k−1 = lnn+ γ + εn, (87)

ãäå γ = 0, 5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà � Ìàñêåðîíè, à εn = o(1).
Ôîðìóëà Ýéëåðà (87) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

∑
k∈D1,2

k−1 = ln κ1 − ln κ2 + o(1) ∼ ln ln lnλ,∑
k∈D1,3

k−1 ∼ ln κ2 ≈ lnn− 2 lnλ.
(88)

Â çîíàõ D1,2 è D1,3 ñîîòíîøåíèÿ (33) âëåêóò

E[τn(k)] ≤
2n(1 + o(1))(
1− e−e−1

)
kλ2

, E[τn(k)] ≤
n(1 + o(1))(
1− e−e−1

)
kλ2

,

ñîîòâåòñòâåííî, à êîëè÷åñòâî øàãîâ äî ïîêèäàíèÿ íàøèì Ìàðêîâñêèì

ïðîöåññîì çîí D1,2 è D1,1 ñ ó÷åòîì îöåíîê (88) â ñðåäíåì íå ïðåâîñõîäèò

B1,2 :=
∑

k∈D1,2

2n(1 + o(1))(
1− e−e−1

)
kλ2

=
2n ln ln lnλ(1 + o(1))(

1− e−e−1
)
λ2

= o(B0). (89)

B1,1 :=
∑

k∈D1,2

n(1 + o(1))(
1− e−e−1

)
kλ2

=
n(lnn− 2 lnλ)(1 + o(1))(

1− e−e−1
)
λ2

. (90)

Èç îöåíîê (85), (86), (89) è (90) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (35).

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 113-151

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 113-151



146 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðîæäàþùèõñÿ öåïåé Ìàðêîâà

Îáà âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (35) óáûâàþò ñ ðîñòîì λ(n), ïîýòîìó
ïðè λ(n) ∼ nγL(n), ãäå γ ∈ (0, 1/3) è L(n) ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè �óíêöèÿ, âåðíî íåðàâåíñòâî (36).

Íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ = λ(n), ìèíèìèçèðóþùóþ λ(n)E[τn] ïî
λ(n). Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà λ(n) â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (35) ïåðâîå

ñëàãàåìîå âîçðàñòàåò, à âòîðîå óáûâàåò ïî λ(n).
Çíà÷åíèå λ(n), ãäå ãëàâíûå ÷ëåíû ñëàãàåìûõ â (35) ïîñëå óìíîæåíèÿ

íà λ(n) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

λ2(n)
(
1− e−e−1)

ln lnλ(n) ∼ 2(lnn− 2 lnλ(n)) lnλ(n),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò lnλ(n) ∼ 0.5 ln lnn. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå

λ2(n)
(
1− e−e−1)

ln ln lnn ∼ lnn ln lnn.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âëå÷åò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (37) è

òàê êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (35) ýêâèâàëåíòíî âòîðîìó, èç

ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (38).

Äîêàæåì, ÷òî ìèíèìóì �óíêöèè λ(n)E[τn] äîñòèãàåòñÿ ïðè λ(n) àñèìï-
òîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé λ0 := λ(n), ãäå λ(n) îïðåäåëåíà ñîîòíîøå-

íèåì (37). Ïóñòü λ1 = λ0(1± δ), ãäå δ ∈ (0, 0.5) �èêñèðîâàíî, òîãäà

0.5nλ1 ln lnλ1/ lnλ1 ∼ 0.5nλ0(1± δ) ln ln lnn/ ln lnn,

n(ln n− 2 lnλ1)
(
1− e−e−1

)−1
λ−1
1 ∼ n lnn

(
1− e−e−1

)−1
λ−1
0 (1± δ)−1.

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ λ0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

En(λ1) ≈ 0.5En(λ0)((1± δ) + (1± δ)−1) =
(
1 + (1± δ + δ2)(1± δ)−1

)
En(λ0),

êîòîðîå äîêàçûâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ìèíèìàëüíîñòü �óíêöèè En(λ(n))
ïðè λ0 = λ(n).

� 5. Ïðèëîæåíèÿ ê ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìàì

Îñòàíîâèìñÿ íà âçàèìîñâÿçè èçó÷àåìûõ íàìè öåïåé Ìàðêîâà ñ ãåíåòè-

÷åñêèìè àëãîðèòìàìè. Àâòîðû [14℄, [15℄ è ðÿäà äðóãèõ ðàáîò ðàçðàáîòàëè

ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (1 + (λ, λ)) GA ñ íîâûì îïåðàòîðîì ñêðåùèâàíèÿ,

óñòðàíÿþùèì �íåóäà÷íûå� ìóòàöèè. Â ðàáîòå [15℄ ñ onemax �óíêöèåé ïðè-

ñïîñîáëåííîñòè è µ(n) ≡ 1 ïðèâåäåíû íàèëó÷øèå îöåíêè ïî E[Tn] � ñðåä-

íåìó ÷èñëó äëÿ êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî

ïåðåõîäà â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 5 (ñì. ñîîòíîøåíèå (48)), ïðè çíà÷åíèÿõ Zn(s), îòäåëåííûõ îò íóëÿ

íåêîòîðîé ðàñòóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è íå ïðåâîñõîäÿùèõ âåëè÷èíû
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ïîðÿäêà 0.5n ïåðâûé ýòàï öèêëà � ìóòàöèÿ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè-

âîäèò ê óìåíüøåíèþ íîðìû òèïà x′, à âòîðîé ýòàï öèêëà � ñêðåùèâàíèÿ

ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèâîäèò ê òèïó y, ïðåâîñõîäÿùå-
ìó x ïî íîðìå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Zn(s + 1) < Zn(s). Îñíîâíàÿ ìàññà ðà-

áîò ïî ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìàì äëÿ àíàëîãè÷íûõ ìîäåëåé îïèðàåòñÿ íà

ðÿä êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé, ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ áèíîìèàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ è íåðàâåíñòâà ×åðíîâà � Õ¼�äèíãà èëè ðÿä àíàëîãîâ íåðà-

âåíñòâà Ìàðêîâà (×åáûøåâà) (ñì. [13℄). Èõ îöåíêè äàþò ïðèáëèæåíèÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ñõåìå ñåðèé, âêëþ÷àÿ íåðàâíîìåðíóþ ïî ïðîñòðàí-

ñòâó àïïðîêñèìàöèþ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íîðìàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì. Íàøè îöåíêè, â îñíîâíîì, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ïðè

íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ïàðàìåòðîâ.

Ñîâðåìåííûé àïïàðàò ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîçâî-

ëÿåò ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âå-

ðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà öåïè Ìàðêîâà {Zn(s)}s∈N0
çà îäèí øàã â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèÿ Zn(s). Ýòî îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ

íåîäíîðîäíûõ ïî ïîêîëåíèÿì ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.

Ìû íå áóäåì îïèñûâàòü ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (1 + (λ, λ)) GA èç [15℄.

Îí ýêâèâàëåíòåí ÄÌÑÏ öåïÿì Ìàðêîâà. Êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé �óíê-

öèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïîïàäàíèÿ â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå â ãåíåòè-

÷åñêîì àëãîðèòìå ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé íîðìû ÷àñòèö â

ïîðîæäàþùèõ öåïü Ìàðêîâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññàõ.

Ïðèâåäåì îñíîâàííîå íà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ äîêàçàòåëüñòâî àíà-

ëîãà íàèëó÷øåãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçóëüòàòà äëÿ E[Tn] èç [15℄. Îòëè-
÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ íàøåãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿþòñÿ ÿâíûå çíà÷åíèÿ ïî-

ñòîÿííûõ â îöåíêàõ âìåñòî O(·).

Òåîðåìà 12. Åñëè {Zn(s)}s∈N0
= {Zn,µ(n),λ(n)(s)}s∈N0

� ÄÌÑÏ öåïü

Ìàðêîâà, µ = µ(n) = O(n ln2 n), λ(n) = o
(
n1/3

)
è λ(n) → ∞, òîãäà êîëè÷å-

ñòâî âû÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïîïàäàíèÿ öåïè Ìàðêîâà

â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

E[Tn] ≤ µ(n)+nλ(n)
ln lnλ(n)

lnλ(n)
(1+o(1))+

2n(lnn− 2 lnλ(n))(1+o(1))(
1− e−e−1

)
λ(n)

. (91)

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ(n), îïðåäåëåííîé ñîîòíîøåíèåì (37), îöåíêà

(91) èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíóþ ïðàâóþ ÷àñòü è ïðèíèìàåò âèä

E[Tn] ≤ µ(n) + 2n

√
lnn ln ln lnn

(
1− e−e−1

)−1
ln−1 lnn(1 + o(1)). (92)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíà âçàèìîñâÿçü ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ öåïè â

ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå τn ñ êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé öåëåâîé �óíêöèè:

Tn = µ(n) + 2λ(n)τn.

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû

8.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìèíèìóìà E[Tn] ìû èñêëþ÷èëè ñëó÷àé λ(n) ∼ nγL(n),
ãäå γ ∈ (0.1/3), èç òåîðåìû 8, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî

âû÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïîïàäàíèÿ öåïè Ìàðêîâà â

ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå áóäåò èìåòü ïîðÿäîê n1+γ
.

Ïðîâåäåì ïðîñòåéøèé àíàëèç öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ çíà÷å-

íèé µ(n) → ∞ äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé öåëåâîé �óíêöèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè µ(n) áåñêîíå÷íî ìàëûõ îòíîñèòåëüíî ñóììû îñòàëü-

íûõ ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (91) èëè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â

(92), èìåþùåãî âèä µ(n) = o
(
n
√

lnn ln ln lnn/ ln lnn
)
, àñèìïòîòè÷åñêè íå

óìåíüøàþò E[Tn]. Áîëåå òîãî, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå E[Tn] ìîæåò
óâåëè÷èâàòüñÿ. Îäíàêî, âîçìîæíî ëîêàëüíîå óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà âû-

÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè. Åñëè µ(n) → ∞, ïî òåîðåìå 1 âåðíî

ñîîòíîøåíèå 0.5n− Zn,µ(n),λ(n)(0) ∼ 0.5
√
2n lnµ(n), à â ñëó÷àå µ(n) = 1 ïî

öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå 0.5n− Zn,1,λ(n)(0) = o
(√

n lnµ(n)
)
.

Âûáåðåì s0 òàêîå, ÷òî 0.5n − Zn,1,λ(n)(s0) ∼ 0.5
√
2n lnµ(n), òîãäà ïî

òåîðåìå 8 âåðíî íåðàâåíñòâî s0 ≤ 0.5
√
2n lnµ(n) ln lnλ(n)/ lnλ(n). Êîëè-

÷åñòâî âû÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé

öåïè Ìàðêîâà â Zn,1,λ(n)(s0) ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñõîäÿùåéñÿ ê 1, îöåíèâàåòñÿ

ñâåðõó âåëè÷èíîé

Tn,λ(n)(µ(n), s0) := 0.5λ(n)
√
2n lnµ(n) ln lnλ(n)/ lnλ(n).

Êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ Zn,µ(n),λ(n)(0)
ðàâíî µ(n) è ìîæåò áûòü ìåíüøå îòíîñèòåëüíî àíàëîãà äëÿ Zn,1,λ(n)(s0)
òîëüêî â ñëó÷àå µ(n) ≤ Tn,λ(n)(µ(n), s0)(1 + o(1)). Ýòî íåðàâåíñòâî âëå÷åò

lnµ(n) ≤ 0.5 lnn, â ñèëó òîãî, ÷òî µ(n) = O(n ln2 n), ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â îáùåì ñëó÷àå â âèäå

µ(n) ≤ 0.5λ(n)
√
2n lnn ln lnλ(n)/ lnλ(n).

Â ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ E[Tn], äîñòèæèìîãî ïðè óñëîâèè

λ(n) ∼
√
lnn ln lnn

(
1− e−e−1

)−1
/ ln ln lnn (ñì. (37)), èç ïîñëåäíåãî ñîîòíî-

øåíèÿ ïîëó÷àåì îöåíêó

µ(n) ≤
√

0.25n ln2 n ln ln lnn
(
1− e−e−1

)−1
ln−1 lnn(1 + o(1)).
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